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Resumo 

0 presente trabalho apresenta estimativas da densidade média de espaço de fase 

de pions produzidos em colisões relativísticas entre ions pesados. Tal estudo leva em 

conta o espectro de partícula-única e a função de correlação de dois pions idênticos, 

segundo proposta feita por Bertsch. Sugerimos uma generalização daquela proposta 

introduzindo pacotes-de-onda finitos. Comparamos, então, os respectivos resultados 

de densidade média do espaço de fase, para duas distribuições de desacoplamento 

( “freeze-out ”) do sistema. Uma delas parametriza tal distribuição por meio de uma 

gaussiana e a outra, pelo modelo “Inside-Outside Cascade ” de Bjorken. 

Abstract 

In the present work we estimate the avarage phase space density of pions pro- 

duced in relativistic heavy ion collisions. This study takes into account the single- 

particle spectrum as well as the two-identical-particle correlation function folowing 

the procedure proposed by Bertsch. We suggest to generalize it in order to in- 

clude finite wave-packet spreads. Then, we compare the corresponding results of 

the avarage phase space density for two decoupling (freeze-out) distributions. One 

of them is parametrized by a Gaussian, and the other one, by the Inside-Outside 

Cascade model proposed by Bjorken. 

Palavras Chaves: Colisões de íons pesados relativísticos; modelo de Bjorken, cor- 

relações de Bose-Einstein, espectro de partículas, densidade do espaço de fase. 

Áreas do conhecimento: mecânica quântica; fenomenologia; física nuclear. 
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Capítulo 1 

Introdução 

As reações entre ions pesados relativísticos representam uma importante ferra- 

menta para a compreensão da matéria nuclear densa, pois as partículas provenientes 

da região de reação dessas colisões podem ser utilizadas para investigar a evolução 

desses sistemas. No início da década de 80, inspirado no modelo Hidrodinâmico de 

Landau [1], Bjorken [2] propôs uma versão alternativa a este modelo para descrever 

a evolução de colisões a altas energias. Seu modelo, chamado “Inside-Outside Cas- 

cade” [2, 3], será discutido no Capítulo 2. Uma das possibilidades interessantes de 

estudo utilizando ions pessados relativísticos é sondar a extensão da região espaço- 

temporal da fonte emissora de partículas através da aplicação da interferometria 

de intensidade, proposta nos anos cinquenta por Hambury-Brown e Twiss [4]. Sua 

aplicação a colisões a altas energias iniciou-se em 1960 [5] quando Goldhaber e co- 

laboradores observaram a existência de correlações angulares entre pions idênticos 

produzidos em colisões pp, embora na época desconhecessem o trabalho de Hambury- 

Brown e Twiss. No Capítulo 3, faremos uma revisão de correlações entre partículas 

idênticas, discutindo algumas parametrizações sugeridas teoricamente, bem como 

aquelas comumente empregadas em análises experimentais. Desde então, muitos 

trabalhos foram feitos baseados nesta técnica, a qual tem sido amplamente investi- 

gada experimentalmente. Mais recentemente, Bertsch [6] sugeriu um modo de obter 

a densidade média do espaço de fase das partículas produzidas nas colisões nucleares 

a altas energias utilizando o conhecimento de função de correlação e de espectro de 

partícula única. Ele considerou casos compatíveis com o formalismo de Wigner no 

limite em que as incertezas associadas à dispersão das coordenadas das partículas 

produzidas, em torno de trajetórias clássicas no espaço de fase, pudessem ser des- 

prezadas (Ao: ~ Ap ~ 0). Bertsch propôs estimar a média da densidade do espaço 

de fase utilizando como função de correlação uma parametrização gaussiana, a qual 

não leva em consideração tais pacotes de onda e, para o espectro considerou uma 

parametrização exponencial, sugerida pelos dados experimentais. Sua proposta será 
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Capítulo 1. Introdução 2 

introduzida no Capítulo 4. 

Discutiremos, então, as limitações do enfoque introduzido por Bertsch, pro- 

pondo uma extensão daquela sugestão. Esta, discutida no Capítulo 5, explicita 

a dependência nas flutuações quânticas através de pacotes de onda {AxAp ^ 0), 

conforme sugerido na Ref. [7]. Inicialmente, discutiremos a representação gaus- 

siana. Embora, por sua simplicidade, seja muito útil na caracterização dos ajustes 

experimentais, esta parametrização é implicitamente limitada, não descrevendo a ex- 

pansão da fonte emissora de partículas. Discutiremos, então, também no Capítulo 

5, uma outra maneira de parametrizar as distribuições de desacoplamento ( “freeze- 

out”), através do modelo de Bjorken. Faremos comparações entre as funções de 

correlação e espectros decorrentes das parametrizações consideradas. Estudaremos, 

ainda, suas conseqüências sobre a densidade média do espaço de fase, estimada com 

base na generalização da proposta de Bertsch para pacotes de onda flnitos sugerida 

nesta dissertação. 

O Capítulo 6 será dedicado às conclusões e comentários referentes aos resultados 

obtidos neste trabalho. 



Capítulo 2 

Modelo de Bjorken 

2.1 Modelo proposto 

Bjorken propôs um modelo para a colisão de núcleos a altíssimas energias [2, 3], 

no qual, devido à contração de Lorentz agindo sobre eles, estes poderiam ser repre- 

sentados praticamente por dois discos, de modo a ignorar a espessura longitudinal de 

cada um. Assim, as coordenadas longitudinais de cada nucleon dos núcleos poderiam 

ser aproximadamente associadas a uma única posição, coincidindo com a do núcleo. 

No sistema centro de massa (SCM) poderiamos visualizar a colisão considerando 

que os dois núcleos se moveriam do infinito até o lugar da colisão, em (^,í) = (0,0). 

O primeiro, B, vindo de z = —oo, e o segundo. A, vindo de 2: = -t-00, ambos com ve- 

locidades próximas à da luz. Na colisão, ambos os núcleos se sobrepõem em (z,t) = 

(0,0). Depois, os dois se afastam um do outro, depositando uma grande quantidade 

de energia em torno da região de colisão (ver figura 2.1). Dessa forma, Bjorken supôs 

que cada colisão inelástica nucleon-nucleon seria acompanhada de uma grande perda 

de energia e momentum, restando, porém, a cada um deles, quantidade suficiente 

de energia para ainda poderem se afastar da região de colisão a alta velocidade. 

Tal energia seria depositada em uma pequena região do espaço, em torno da região 

da colisão, ao redor de 2: = 0, durante um curto intervalo de tempo. A matéria 

criada nesta região central poderia ter densidade de energia (e consequentemente 

de entropia) muito alta, podendo atingir rapidamente o equilíbrio térmico local, em 

um intervalo correspondente a um tempo próprio tq, estimado como sendo tq — 1 

fm/c ~ 3,3 X 10“^^ s. Bjorken fez, então, a hipótese de que a energia deposi- 

tada poderia ser suficiente para a criação do chamado Plasma de Quarks e Gluons 

(QGP). Este seria um conglomerado de quarks e gluons não confinados, ocupando 

um volume muito maior que a dos hadrons usuais. Expandindo-se a matéria em 

equilíbrio térmico, sua temperatura deve cair, até que ocorra a transição de fase, de 

plasma para hadrons, quando for atingida a temperatura crítica Tc correspondente 

3 



Capítulo 2. Modelo de Bjorken 4 

a um certo tempo próprio Th- 0 sistema continua a se expandir e a temperatura 

continuará caindo até atingir uma temperatura na qual os hadrons se desacoplam, 

aparecendo assim, como partículas que os detectores poderão medir posteriormente. 

O tempo próprio correspondente a esta temperatura é chamado de freeze-out, Tf. 

núcleo núcleo 
BA A B 

Antes da colisão 
(«) 

Depois da colisão 
(b) 

Figura 2.1: (a) Configuração de dois núcleos A e B antes da colisão frontal, (b) A 

configuração dos núcleos depois da colisão mostra a deposição da energia na região 

ao redor de 2: rsj Q, 

Vejamos uma partícula em especial durante a expansão. A descrição cinemática 

desta partícula ao longo da direção longitudinal é mais facilmente feita através da 

rapidez. Esta é definida em termos da energia e do momentum longitudinal p^: 

(2. 

Com essa definição podemos obter as coordenadas, 

V=^\n 
11 f E + Pz 

.E-Pz. 

p — {rriT cosh y, rrir sinh y) (2.2) 

onde rriT = [E"^ — plY^"^ = + rrí^Y^^. A velocidade longitudinal de partículas é, 

portanto 

tanh y. 

Bjorken propôs uma outra versão de Modelo Hidrodinâmico, alternativa [1] á de 

Landau, com diferentes condições iniciais. Definiu tanbém a chamada rapidez espaço 

temporal, r/, através das coordenadas tez. Para uma partícula que parta da origem 

(í = 0,2: = 0), podemos escrever ainda 

= tanh y = tanh p. 
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Desse modo, as coordenadas espaço-temporais podem ser escritas na forma 

X = (t cosh y, fxi T sinh y) (2.4) 

onde r = — Vemos portanto que as variáveis, naturais que poderiam muito 

bem descrever o fluxo da matéria em expansão, seriam portanto, a rapidez y e o 

tempo próprio r e a massa transversal m^, já que a matéria flui a partir o ponto da 

colisão. 

2.2 Densidade de energia na região central 

Vejamos a densidade de energia de um elemento de fluido criado na região central, 

e vamos deflni -lo em um referencial em relação ao qual ele se encontre em repouso. 

Esse referencial correspondería ao sistema de centro de massa da colisão, no qual 

z = 0 quando y = 0, pois segundo a expressão (2.4), a relação z = r sinh y indica que 

para um dado tempo próprio r, um valor muito pequeno de rapidez estará associado 

a um valor muito pequeno de 2:. Isto signiflca que a região central de rapidez estará 

associado à região central espacial, ao redor de 2: ~ 0, onde aconteceram as colisões 

nucleon-nucleon. 

Consideremos uma espessura longitudinal de comprimento Az em torno de 2 = 0. 

Seja a área transversa dos núcleos que colidem (ver flgura 2.2). 

Z -0 

Az 

Figura 2.2: Volume cilíndrico de um elemento de fluido na região central, ao redor 

de z ~ 0, com espesura Az e área A. 
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Vemos que o volume formado será V = AzA. Em {z, r) = (0, tq) a densidade de 

número de partículas pode, então, ser escrita como 

AN _ 

AzA A dy dz 
y-o 

Utilizando a Eq.(2.2), correspondente a r = tq, vemos que Zr=ro 

portanto, 

1 dN 

- Tosinhí/; 

- 1 1 ' 
^ a\ dy Tq cosh y 

y=o 
tqA dy 

y=0 

Por outro lado, a energia de uma partícula com rapidez y, componente temporal 

do 4-momentum jf, pode ser escrito como E — = rriT cosh y. Assim sendo, a 

expressão que relaciona a densidade de energia com a distribuição da rapidez pode 

ser escrita na forma 

, . rriT dN 

y=o 
(2.5) 

O valor de tq, como já dissemos, foi considerado por Bjorken como sendo 

10 ^^cm 

’■» = == 3 X 10>»cm/s 
= 3,3 X 

2.3 Estrutura de platô 

Na ref. [2], Bjorken desenvolveu seu trabalho assumindo a formação de uma 

estrutura de platô na região central de rapidez, em colisões núcleo-núcleo a altíssimas 

energias (ver figura 2.3). 

A 

Figura 2.3: Estrutura de platô na distribuição de rapidez sugerida pelos dados 

experimentais das referências [12, 13], para colisões pp a energias do SPS. 
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Essa hipótese, sugerida por dados experimentais [12,13], implica que a densidade 

de rapidez seria aproximadamente constante em faixa considerável de y, isto é, 

Vl < y < Vr ua Fig. 2.3. Isso significa que a distribuição de rapidez para qualquer 

valor de y, dentro da faixa acima, será aproximadamente a mesma que para y = 0, 

ou seja. 

dN 

dy Vk 
VL < V < VR 

dN 

dy 
y=0 

(2.6) 

A consequência disto é que em yi < y < Vr encontramos uma distribuição de r\j rsj 
rapidez invariante de Lorentz para “boosts” ao longo da direção longitudinal, já 

que a rapidez é aditiva (ver apêndice A). A densidade de energia, por exemplo, será 

a mesma em ambos referenciais* F' e F (Ver apêndice A): 

(2.7) 

Temos que notar também que a faixa yi < V < Vr cresce quando a energia de r\j 
colisão aumenta. Nesse intervalo praticamente não há dependência na rapidez (a 

distribuição fica aproximadamente constante). 

2.4 Modelo Hidrodinâmico 

Landau[l] propôs estudar os processos a altas energias através do Modelo Hidro- 

dinâmico. Considerou como justificativa para utilizar o tratamento hidrodinâmico 

do sistema que o caminho livre médio das partículas produzidas após a colisão 

fosse muito menor do que as dimensões do sistema [1], permanecendo assim, muito 

pequeno, durante boa parte da expansão. A matéria produzida seria considerada 

como um fluido ideal, sem viscosidade, que não conduz calor e não tem massa. Como 

as velocidades envolvidas são muito próximas à da luz, a hidrodinâmica deverá ser 

tratada relativisticamente. 

O fluido em expansão pode ser caracterizado pelas variáveis pressão, temperatura 

e densidade de energia, que certamente dependerá do tempo próprio^: 

' £ = £ (r) 

^ P = P{t) (2.8) 

. T = T{r) 

*F é o referencial de centro de massa. F' é o referencial que se move com velocidade ^ na direção 

positiva do eixo z no referencial F. 
^As variáveis pressão, temperatura e densidade de energia dependem tanto da rapidez como do 

tempo próprio, mas a estrutura de platô central nos permite considerar independência na variável 

de rapidez. 
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O modelo hidrodinâmico de Landau [1] permite descrever a evolução do sistema. 

O tensor de energia-momentum 

T>^‘' = {e + P) u^v!' - g^''P (2.9) 

deve ser conservado, isto é, 

dT^’' 
= toT = 0 (2-10) 

A solução desta equação pode ser encontrada contraindo-o com e utilizando as 

definições r = u^u'' = 1 e u'' = x^/r, teremos 

drS = 0 (2.11) 
T 

Para que esta equação diferencial possa ser resolvida necessitamos de uma deter- 

minada equação de estado. Considerando que o fiuido tenha o comportamento 

semelhante ao de um gás ideal e que a velocidade do som seja Cq = 1/3, então 

P = cie = e/3. Logo, 

(2.12) 

onde e{r) = er e £{tq) = £o- Dessa forma, obtemos para a presão 

4/3 Pr 

P< 
L = í/1 
b V-r 

(2.13) 

No apêndice (A.3) é deduzida a expressão para a densidade de energia, via 

método estatístico, relacionada diretamente com a temperatura. 

onde 

7T 4 
Ctotal 20“^ 

Ctotal — d" g (Cq -f- Cq) 

(2.14) 

Através de (2.12) e (2.14) encontramos a relação entre temperatura e tempo próprio: 

To l r) 
(2.15) 

2.5 Densidade de entropia 

Uma outra variável que caracteriza o fluido em expansão é a densidade de en- 

tropia. A variação da energia está relacionada com as variações de volume e de 

entropia pela relação termodinâmica [14]: 

dE = -PdV + TdS 
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Com esta expresão obtemos o valor da densidade de entropia em termos de e, P e 

T: 

s = 
e + P 

T 
(2.16) 

Utilizando os resultados das variáveis dependentes do tempo da seção precedente, 

teremos 

"b Pr ^0   ^0 

So ^0 PqTt T 
(2.17) 

O que mostra que a densidade de entropia é inversamente proporcional ao tempo 

próprio [2]. 

A importância do resultado acima é sua consequência sobre a própria entropia 

pois, sendo ela definida como dS/dV, pode ser escrita como 

^ _ dS 

dV d?TT T dy 

sendo d^rx o elemento transversal da região central de rapidez, edz = rdy o elemento 

longitudinal, segundo (2.2). Como o produto SrT é uma constante, temos 

dS 
— — = ST = constante 
d-^TT dy 

a variação no tempo próprio conduzirá a 

d dS 
= 0. 

dr \d'^rT dy^ 

Porém, como estamos supondo que não haja expansão transversal, 

A 
dT\dy) 

(2.18) 

Isto significa que o movimento hidrodinâmico do fluido é caracterizado por uma 

entropia constante no tempo e por unidade de rapidez [2]. 

O resultado (2.18) acima, permite estimar diretamente a multiplicidade, isto é, 

o número total de partículas produzidas na colisão, a qual está diretamente ligada 

à entropia. Se a entropia é conservada durante a expansão hidrodinâmica, como é 

mostrado no resultado (2.18), então a multiplicidade final de partículas produzidas, 

por unidade de rapidez, deve ser proporcional à densidade de entropia. Isto, por sua 

vez, está relacionado às condições iniciais da reação - como foi feito com a densidade 
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de energia na seção 2.2 Considerando que a variação de entropia por unidade 

de rapidez de uma colisão núcleo-núcleo seja proporcional à correspondente colisão 

nucleon-nucleon, 

dy 
l,r(1.2A‘/=')^ 

núcleo-núcleo dl dy J nucleon-nucleon 

onde l/c?o representa o número efetivo de colisões nucleon-nucleon independentes 

por unidade de área e A é a massa atômica dos núcleos (supondo idênticos). Por 

outro lado, dada a conservação de entropia e a hipótese de que a multiplicidade 

de partículas produzidas seja proporcional à entropia, encontramos que a taxa de 

produção de pions da reação núcleo-núcleo em relação à reação nucleon-nucleon é 

aproximadamente igual ao número de nucleons: 

{dN^/dy)A-A [2   rsj   
(dA^,r/cíy)NN \-do 

onde A — A corresponde à reação núcleo-núcleo, e NN à reação nucleon-nucleon. 

Segundo Bjorken, uma vez determinada experimentalmente a multiplicidade de 

partículas de uma dada reação, através da Eq.(2.19) poderiamos estimar do e, assim, 

inferir informação sobre as condições iniciais do fluido. 

A2/3 (2.19) 



Capítulo 3 

Interferometria 

3.1 Resenha histórica 

A tecnologia do radar possibilitou a descoberta de estrelas através da radioas- 

tronomia. Através da interferometria de Michaelson, técnica padrão no início da 

radioastronomia, foi possível medir as dimensões de estrelas. Esta técnica compara 

as amplitudes da luz que chegam a dois pontos separados: com o auxílio uma lente 

fazemos convergir os dois sinais para logo depois produzir um modelo de difração 

em função da separação dos pontos. Da estrutura do modelo de difração é possível 

determinar o tamanho angular da fonte. Usando esta técnica, Michaelson mediu o 

diâmetro angular do sistema de Júpiter em 1891. Em 1895 K. Schwarzschild mediu, 

pela primeira vez, o diâmetro angular de estrelas binárias. O problema desta técnica 

é que o tamanho das separações sob a qual se comparam as amplitudes limita a 

resolução, para um dado comprimento de onda. As fontes em radioastronomia 

teriam um tamanho angular grande, e seria necessário que a separação entre os dois 

detectores fosse muito pequena. Ao contrário, as fontes pequenas poderiam precisar 

de uma separação bem maior entre os telescópios, os quais talvez tivessem que 

ser colocados em continentes diferentes, por exemplo, para conseguir correlacionar 

as amplitudes. Este problema foi resolvido pelo radioastrônomo Robert Hanbury 

Brown em 1949. Sua idéia era que “se a radiação recebida em dois lugares diferentes 

fosse mutuamente coerente, então as flutuações na intensidade dos sinais recebidos 

nestes dois lugares estariam correlacionados.” [4]Richard Twiss teve importante 

participação na analise matemática das correlações de intensidade. 

O primeiro teste da interferometria de intensidade foi em 1950, quando Hanbury 

Brown e R. Twiss (HBT) mediran o diâmetro do Sol usando dois radiotelescópios 

operando para comprimento de onda de 2.4m (na banda de FM). O próximo passo 

foi medir os diâmetros angulares de estrelas Cas A e Cyg A. 

Mesmo substituindo a técnica de Michaelson pela de HBT, as duas estão rela- 

11 
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cionados intimamente, como foi notado na Ref. [4]*. Para entender a proposta de 

Hanbury-Brown e Twiss, consideremos dois pontos diferentes de uma mesma fonte, 

Xa e Xb, e que emitindo cada um ondas planas de mesma freqüência, como mostra a 

figura 3.1. No espaço, as fontes estão separadas pela distância R. A amplitude de 

R 

Figura 3.1: Esquema de produção e detecção de ondas electromagnéticas. 

onda no detector x, calibrado para detectar partículas com momento k (considerando 

as unidades naturais h — c— 1), será 

(3.1) 

onde 4>a e 0b são fases aleatórias (as polarizações serão ignoradas), e sua intensidade 

total corresponde a 

/. = 1.4.1" 

~ |a|" + |/?1" + 

_|_ fyj^*^'Í[{kiXb-Xa)-(f>b+4>a] (3.2) 

Resultado similar será medido pelo detector colocado no ponto y. 

Fazendo uma média sobre as fases aleatórias, os termos exponenciais tendem a 

zero. Assim sendo, as intensidades médias nos dois detectores será dada por 

(4) = (I.) ~ (d“l"> + (1/3|">). (3.3) 

Disto vemos que o produto das médias das intensidades (Ix){Iy) independe da se- 

paração dos detectores. 

Por outro lado, fazendo a média sobre as fases no produto das intensidades 

Ixly, apenas os termos independentes de 4>a e (j)b sobreviverão, já que tais fatores 

introduzem rapidamente oscilações nos termos a eles proporcionais; desse modo, a 

média do produto Ixly será 

{Ixly) ~ ((|a|^) + (|/5p))^ + 2{\ci\^\l3\^) cos{{k - k') • {xb - a;^)). 

•Independente da relação entre as duas interferometrias, só analizaremos o efeito HBT sem 

nenhuma comparação com a técnica de Michaelson. 
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~ (Ix){Iy) + 2{\a\^\!3\^) cos((k - k') • {xb - Xa)) (3.4) 

Então 

1 

0 produto (k — k') • [xb — Xa) pode ser substituído por R • q, sendo q = k — k', e 

k e k' o momento medido em cada detector. O sinal correlacionado na Eq. (3.5) 

varia como uma função da separação do detector d com uma escala característica 

de comprimento 

d = X/9, (3.6) 

onde A é o comprimento de onda da luz, e 0 = i2/L é o tamanho angular, visto a par- 

tir dos detectores. Assim, variando a separação dos detectores obtemos informação 

sobre o ângulo aparente das duas fontes e, com um conhecimento dos momentos 

individuais, sobre o tamanho da fonte. 

Se no lugar de duas fontes discretas tivermos uma distribuição, p(f), então, 

fazendo a média sobre a distribuição de fonte, encontraremos que a função de cor- 

relação relaciona-se com sua transformada de Fourier: 

C{q) ~ 1 -1- jy d^r p{r) Jq-R (3.7) 

Hambury-Brown e Twiss demonstraram, tanto teórica como experimentalmente, 

que a interferometria de intensidade funcionava muito bem para radioastronomia. 

Faltava saber se o efeito seria também observado para o espectro electromagnético 

visível. HBT decidiram testar a idéia usando um feixe proveniente de uma lâmpada 

de vapor de mercúrio - uma fonte térmica - e um espelho semi-prateado para separar 

o feixe em dois [4]. Com esta experiência, eles conseguiram controlar o tempo r 

entre uma detecção e outra simplesmente variando o comprimento da trajetória 

relativa entre o espelho e os detectores. O que encontraram foi que, para r grande, 

as correlações das intensidades desapareciam, e que as correlações cresciam com a 

diminuição de r. O tempo de escala característico é chamado de tempo de coerência 

do feixe que, neste caso, é essencialmente h/T, onde T é a temperatura da fonte. Este 

experimento foi uma demonstração da existências de “conglomerado de fotons, ” i.e., 

fotons de um feixe térmico que aparentemente não apresentam correlações tendem 

a ser detectados em pares próximos. Estes resultados não foram inicialmente bem 

aceitos, mas Purcell [15] mostrou que o efeito podia ser entendido em termos de 

flutuações do campo eletromagnético. 
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Com a demonstração de que a interferometria de intensidade podia ser empre- 

gada também para a luz visível, Hanbury-Brown e Twiss aplicaram a técnica para 

medir o tamanho angular da estrela Sirius (o: Canus Majoris A), estudando as cor- 

relações das intensidades ópticas entre dois telescópios [4]. 

A técnica foi generalizada para outros bosons, e também para fermions. As aplicações 

do método HBT estendem-se à física subatômica, com o intuito de investigar a 

evolução espaço-temporal das colisões nucleares e entre partículas elementares. A 

fonte emissora, neste caso, é a região que representa o estágio final da reação, quando 

o sistema se desacopla. Em astronomia, as caracteríticas espaciais da fonte emissora 

de partículas praticamente independem da escala de tempo de medida. Em outras 

palavras, o tamanho da estrela em estudo não muda substancialmente durante o pro- 

cesso de medida. Já nas colisões de partículas subatômicas a altas energias o sistema 

evolui com o tempo, pois normalmente se expande antes de se desacoplar. Outra 

diferença entre esses casos é que em radioastronomia a interferência ocorre próxima 

aos detetores (no caso, dos telescópios), enquanto que na produção de partículas a 

interferência ocorre próxima da fonte [16]. 

O início da interferometria aplicada às colisões de partículas data de 1960, quando 

G. Goldhaber, S. Goldhaber, W. Y. Lee, e A. Pais [5] descobriram a existência 

de correlações angulares entre pions produzidos em colisões pp, sem que tivessem 

conhecimento prévio do método HBT. 

3.2 Função de correlação 

A função de correlação nos permite sondar a extensão da região do espaço-tempo 

de uma fonte emissora de pions, por exemplo, que foram criados em colisões nucleares 

relativísticas. Primeiramente faremos uma breve descrição da distribuição inclusiva 

de partícula única e depois, da distribuição simultânea de duas partículas [3]. 

3.2.1 Distribuição de momentum de partícula única 

Consideremos que um pion de 4-momentum k = seja emitido por uma 

fonte no ponto x — {t,x) e detectado no ponto y = A amplitude de pro- 

babilidade para a observação deste pion pode ser escrita em termos de integrais de 

trajetórias de Feynman como: 

'ip{x^y) = E 
gi5(trajetória) (3.8) 

todas as 

trajetórias 
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onde é a soma do fator de fase sobre as trajetórias, e S é a ação da 

partícula. Vamos assumir que, na propagação da partícula em questão, não haja 

absorção ou atenuação, de modo que a magnitude da amplitude de probabilidade seja 

unitária. Tanto no caso relativístico como no não-relativístico, o valor dominante 

da ação aproxima-se àquele correspondente à trajetória clássica. Isto porque, já 

que a trajetória entre o ponto de emissão e o ponto de detecção pode ser qualquer, 

há grande flutuação em torno da trajetória clássica, a tendência então, é de se 

cancelarem quando fazemos a soma sobre tais flutuações, de forma que a contribuição 

dominante será a da trajetória clássica. Portanto, 

^(trajetória clássica) k-{x-y) (3.9) 

A amplitude toma a forma 

^ (a: ^ 2/) ^ (3.10) 

Para que a amplitude fique completamente caracterizada, precisamos descrever 

o estado do pion no momento de sua produção no ponto x através de uma amplitude 

de probabilidade de produção. Esta amplitude é caracterizada por uma magnitude 

A{k,x) real e positiva, e uma fase de produção (f){x). Então, (3.10) transforma-se 

em 

'ij;{x-^y)= A{k, (3.11) 

Agora, se a fonte for extensa, o pion poderia ser produzido em qualquer outro ponto 

da fonte; nesse caso teremos 

todos os 

pontos X X 
(3.12) 

que é a amplitude de probabilidade completa para que um único pion de momentum 

k seja produzido no ponto x da fonte, se propague ao longo de uma trajetória clássica 

e seja detectado em y. 

A probabilidade para que o pion com momentum k, produzido em x, viaje e seja 

detectado em y, é exatamente o quadrado da amplitude de probabilidade total: 

P{k) = 
todos os 

pontos X 

(3.13) 
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Esta quantidade caracteriza o espectro ou distribuição de momentum de partícula- 

única. 

Se a fonte for coerente, a fase cj){x) será uma função bem comportada, associada 

à coordenada x do ponto fonte. Dessa forma, a probabilidade (3.13) pode ser escrita 

como 

P(k) = \j = \j dxp{x)A{k,x)e‘*^^'>e’’='=‘ 

(3.14) 

Se a fonte for caótica, a fase (f){x) não mais terá a característica de ser uma função 

bem comportada associada à coordenada x do ponto fonte, mas de ser uma função 

aleatória desta variável. Assim, separando na Eq. (3.13) os termos que dependem 

da função <j){x) daqueles que independem da mesma, teremos 

X x^y 

Com isto, encontraremos que a somatória dependente de (j){x) não dá contribuição, 

pois contém um grande número de termos com magnitudes que variam lentamente 

com o tempo, em contraste com as fases aleatórias que apresentam flutuações tem- 

porais muito rápidas. A anulação desta contribuição está mostrada no apêndice B.l. 

Desse modo, a intensidade de probabilidade será reduzida a 

P{k) = ^Ã^{k,x) (3.15) 
X 

Agora, se as fontes pontuais forem distribuídas continuamente, podemos consi- 

derar o limite 

—> í dxp{x), (3.16) 
X 

onde p{x) é a densidade de pontos de fonte por unidade de volume espaço-temporal 

ao redor do ponto x. Finalmente obtemos 

P{k) = j dxp{x)Â^{k,x). (3.17) 

3.2.2 Distribuição de momentos de duas partículas 

Consideremos que dois pions sejam produzidos nos pontos de fonte com coorde- 

nadas Xi = (íi,^i) e X2 = (t2,X2), sendo observados posteriormente em detetores 

diferentes, situados nos pontos x[ e x'2] ki e k2 são os momentos destas partículas 
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medidos nos detectores. A amplitude de probabilidade para a detecção conjunta 

destes dois pions contém o produto das probabilidades individuais; 

i; {xix[) (x2 ^ x'2). (3.18) 

Considerando o fato de os pions observados nos detectores serem indistinguíveis, 

devemos considerar também a amplitude 

(xi ^ x'2)'ip {x2 ^ x[), (3.19) 

de modo a explicitar a simetria por troca de partículas. Assim, a amplitude total 

será 

^ {xiX2 x\x'2) = (^1 ^i) 'P (^2 -> 4) + 

+ ip{xi-^ x'2) {X2 -> a:i)] (3.20) 

onde 1 /\/2 é o fator de normalização. 

Seguindo o mesmo procedimento adotado no caso de um único pion, encon- 

traremos que a forma da amplitude de cada pion detectado deverá conter um fator 

que descreva a amplitude de produção e outro que especifique a fase de emisão, ou 

seja. 

i; (xi -> x\) = A{kj, (3.21) 

Agora, considerando a possibilidade de que o par de pontos de fontes possa ser 

qualquer, dentro da fonte extensa, a amplitude total será dada pela soma sobre 

todos os pares de pontos de fonte 

todos os 

pontos 0:10:2 
^1^2 I = efA(®2)gí<^(a:i)^ (0:10:2 -> x\x'2) 

Xl,X2 
(3.22) 

onde a função $ (xiX2 —>■ x[x2) é a parte que independe de (p 

$ (0:10:2 x'ix'2) = 

= ^ |a(A:i, o:i)A(A:2, 

+A{h, X2)A{k2, | (3.23) 

Por outro lado a probabilidade para a detecção conjunta de dois pions é definida 

como: 

2 

P{h,h) = - 
todos os 

pontos X1X2 
x[x2 (3.24) 
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Esta distribuição representa a probabilidade de que os dois pions que foram emitidos 

em xiex2, com momentos kiek2, possam ser detectados em x[ e x^- Desenvolvendo 

esta expressão em termos das equações (3.22) e (3.23), teremos 

1 
P{k,M) 

2 

- Y. x\x'^) X 

{®1.®2> ^ {Vl.1/2} 

X $ (0:10:2 —>• X[X2)} 

No caso das fontes coerentes, a probabilidade de detectar conjuntamente dois 

pions, pode ser escrita como 

2 

P(kuk2) = ^ Y {xiX2 x[x'2) 
Xl,X2 

(3.25) 

Devido a (f){x) ser uma função bem comportada da coordenada espaço-temporal, 

não podemos separar termos dependentes de fases aleatórias dos termos indepen- 

dentes da mesma, tal como no caso de fontes caóticas. Nesse caso, utilizando a 

expressão (3.23) na Eq.(3.25), encontraremos que 

P(kuk2) = 
2! 
^ Y A(fci, Y M^2, 
y ^ xi X2 

V ^ X2 Xl 

que pode se simplificado como 

P{kuk2) = 
ii X2 

(3.26) 

Considerando a distribuição de probabilidade de observação destas partículas em 

separado, dada na Eq. (3.14), encontramos que 

P{ki,k2) = P{h)P{k2) (3.27) 

Assim, 

C{ki,k2) = 1, (3.28) 

o que mostra que, para fontes coerentes, a função de correlação adquire um valor 

constante, independentemente dos momentos das partículas. 
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Durande o desenvolvimento deste trabalho vamos nos ater a casos em que o sis- 

tema seja uma fonte caótica. 

Novamente, como discutido no caso de um único pion para fontes caóticas, a 

contribuição de um grande número de termos com magnitudes similares e fases 

aleatórias rapidamente oscilantes se cancelam, resultando em 

P{kuh) = 
^ Il,I2 

= 5^ Xl,X2 

= \A^{kuXi)A^{k2,X2)^ 
X\,X2 

+ A{kuXx)A{k2,Xx)é^^^-'^^>^^x 

X A{k2,X2)A{kx,X2)é^^^-’^^^-^^] (3.29) 

No limite de uma distribuição contínua de pontos de fontes pontuais, teremos 

P{ki,k2) = J dxip{xi) j dx2p{x2) [24^(A:i,a;i)24^(A:2,a:2)+ 

+ A{kr,xM{k2,Xr)é^'^^-^^^-^^x 

X A{k2,X2)A{k^,X2)é^’^^-^^^-^^] (3.30) 

Comparando, então, com o resultado obtido na Eq.(3.17), podemos escrever 

P{kuk2) = P{k,)P{k2) + 

+ |y drc p(a:)^(fci,a:)24(A:2,a;)e*^*^^~*^^^'^ . (3.31) 

Desse modo, definimos como função de correlação a razão entre a probabilidade de 

observar os pions conjuntamente em relação à probabilidade de observar os mesmos 

pions em separado, isto é^. 

^ P{kuk2) , , 1/d^x p{x)A{ki,x)A{k2,x)e'''^'^^ 

f d^Xip{xi)A^{k, a:i) f d^X2p(x2)A^(k, X2) 
(3.32) 

^De uma forma geral, a função de correlação deveria ser escrito como 

1/d^x p{x)A{ki,x)A{k2,x)e^'^'^^ 
C{ki,k2) = 1 ± 

f d‘^xip(xi)A^(k,xi) f d^X2p(x2)A^(k,X2)’ 

com a introdução dos sinais positivo e negativo, correspondendo o sinal negativo ao caso fermiônico. 
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onde q — kl — k2 é diferença de momento ou “momentum relativo" do par de 

pions. Se a função de correlação não sofre influência das amplitudes de produção, a 

Eq.(3.32) poderá reesvrever-se como 

C{q) = 1 + 
1/ d‘^x p(rc)e*®'“ 

(3.33) 
S d^Xip{Xi) J d'^X2p{X2) 

O modelo da Eq.(3.33) corresponde ao caso em que o espaço de fase é de- 

sacoplado, isto é, g{x,p) — p{x)h{p). Isto é muito útil para se tratar fontes estáticas, 

uma vez que a distribuição de momentos das partículas produzidas é dinamicamente 

independente das localizações das fontes pontuais, porém, esta formulação é simples- 

mente limitada, uma vez que exclui casos em que g{x,p) p{x)h{p) (como fontes 

em expansão, por exemplo). 

Uma abordagem mais geral, derivada com base no formalismo de densidade 

de Wigner foi proposta por Pratt [17]^. Nela, o espaço de fase poderia não estar 

desacoplado. A função de correlação seria escrita, então, na forma 

C(q,K) = \ + 
l/ifx 

f d‘xig(xu kl) { d“x2g{x2, Í2) ’ 
(3.34) 

cujo desenvolvimento está dado no Apêndice C.l. Na expressão (3.34), g{x,K) é 

a função de Wigner, análogo quanto-mecânico das distribuições no espaço de fase 

clássicos. As funções de Wigner, quando interligadas em x ou K, levam às dis- 

tribuições observáveis de partículas no espaço dos momentos ou das coordenadas, 

respectivamente. A função g{x, K) é também interpretada como a função de emissão 

da fonte, caracterizando, assim, a fonte emissora de partículas criadas em colisões 

entre ions pesados relativísticos. 

A formulação original de Pratt não era, porém, covariante. Mais recentemente 

[7, 18] foram propostos generalizações covariantes desta, tal que os 3-momentos K 

passem a 4-momentos, ou seja. 

C{q,K) = l + 
IJd^^x g{x,K)e^^-^ 

(3.35) 
/ d"^xig{xi, kl) f d^X2g{x2, ^2) ’ 

sendo que ki, k^ são os momentos das partículas observadas nos detectores. A 

partir deles, definimos os quadrivetores q^ = ki — k^ e K = (ki -f- k2)/2, os quais 

normalmente se encontram fora da camada de massa. Em decorrência, vemos que 

k^ = K>^- (3.36) 

* Antes disso, Shuryak havia proposto [19] uma formulação equivalente, sem mencionar as 

funções de Wigner. 
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A partir da Eq.(3.36) é imediato verificar que 

q-K = = q^K^ -q-K = íl. (3.37) 

A extensão covariante desse formalismo pressupõe que a componente tempo- 

ral do quadrimomento relativo q^ verifique a Eq.(3.37) acima, dentro da chamada 

aproximação de camada-de-massa ( “on-shell approximation”), 

K°í»Ek = (3.38) 

Então, substituindo (3.38) em (3.37), vemos que, na extensão covariante, 

q-K 
y xo 

4^ 
= pK-q- (3.39) 

+ mr 

Na formulação (3.35) podemos usar uma outra aproximação, a chamada “smoo- 

thing approximation” [18], a qual assume que a função de emissão tenha uma de- 

pendência muito fraca do momento relativo, de modo que possamos escrever 

g{x, ki)g{x, /cz) = g{x, K + q/2)g{x, K - q/2) « g{x, K)g{x, K) 

(3.40) 

na qual temos utilizado as expressões (3.36). Desse modo a Eq.(3.35) será reescrita 

como 

C(,.í') = l + 
/ dPx g{x, 

Jd^xg{x,K) 

2 

(3.41) 

Utilizando a definição da média de um observável, tendo como peso a própria função 

de emissão, a expressão acima reduz-se a 

C{q, K) = l + (3.42) 

Expandindo o segundo termo da expressão (3.42) acima até a segunda ordem, en- 

contraremos que a função de correlação adquire a forma 

C{q,K) « 1 -t- (3.43) 

A componente temporal pode pode ser eliminado através da chamada “condição 

de camada-de-massa”, definida na Eq.(3.39), sendo ^ = (/3_l,0,A) no sistema-os/. 

Este sistema é um sistema cartesiano onde as letras significam o- “out ”, s- “side ”, 

l- “longitudinal ”. Tal sistema define a direção “out ” como sendo paralela à direção 
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do momento médio transversal, e a direção “side”, perpendicular à mesma. Isto 

conduz a reescrever a função de correlação na forma 

C(q, K) « 1 + e~ ^ (3.44) 

onde Rii = Ri- Com a devida aproximação feita acima, encontramos as expressões 

para o raio efetivo, 

= {{x - 

Ris = {{x-My)-{x-P±t){y), 

Rh = {{x-p±t){z-pit)) - {x-p±t){z-/3it), 

Rh = {y{z - Pii)) - {y){^ - A^), 

as quais mostram sua dependência direta no momento médio e no tempo. Obser- 

vamos, porém, que o raio efetivo associado à direção “side”, carece de tais de- 

pendências. 

Os termos qsQo e ÇsÇ; desaparecem se considerarmos uma simetria cilíndrica no 

sistema. Se assim mesmo considerarmos uma fonte invariante por boost longitudinal, 

como é o caso do modelo de Bjorken, a componente ÇoÇ/ também desaparecerá. Desse 

modo, a função de correlação se simplifica em 

C{q, K) = l + ^3 

A formulação apresentada por Pratt [17], dada na Eq.(3.34), generaliza a função 

de correlação com base no formalismo de densidade de Wigner, onde considera que 

o espaço de fase poderia não estar desacoplado. Depois, ainda sobre esta temética, 

foram introduzidas generalizações covariantes [7, 18] para o estudo das correlações. 

A seguir, na seguinte seção, trataremos muito brevemente o formalismo apresentado 

na ref. [7], na qual foi desenvolvida uma generalização da formulação de Wigner. 

3.3 Generalização da formulação de Pratt 

Para a formulação da função de correlação estudada na seção 3.2, consideramos a 

emissão e detecção de pions isolados de outras partículas emitidas, razão pela qual, 

entre a emissão e detecção destas partículas, as trajetórias dominantes seriam as 

clássicas. 
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A proposta da Ref. [7] foi levar em conta a contribuição das outras partículas 

emitidas sobre um único pion, através de Teoria de Transporte Clássico, descrita por 

uma dinâmica clássica de colisões. Nesse caso, devido à transferência de momento 

em cada colisão específica, o momento de cada partícula muda descontinuamente e 

as trajetórias das partículas são, portanto, em “zigzag”, no espaço das coordenadas. 

A proposta, da Ref. [7], é levar em conta a dispersão das coordenadas, no espaço 

de fase, em torno das trajetórias clássicas, de modo a incorporar efeitos mínimos 

devido ao Princípio de Incerteza de Heisenberg. 

Para a formulação da função de correlação que leva em conta as considerações 

precedente, os autores da ref. [7] obtiveram uma distribuição inclusive das con- 

figurações de multipions finais, a qual temos desenvolvido no Apêndice D. Tal 

distribuiçõ tem a forma geral 

P(^ki,..., kji) — {Ci^^n} (3.47) 
<7 i=:l 

onde a = (cri,..., cr„) denotam as permutações dos vetores de índices n, sendo 

Qij — ki — kj e Kij — [ki -f kj)/2 os vetores momento relativo e o momento médio, 

respectivamente, e 

^ AT! 
^^>2 = (iV-2)!’ 

sendo N a multiplicidade total. Devemos notar que o índice A na Eq.(3.47) indica a 

introdução das incertezas associadas à dispersão das coordenadas no espaço de fase, 

discutidas anteriormente. 

A distribuição do pacote de onda no momento da emissão é escrito como 

D^{±q,K) = J ép J df^x g{x,p)6^{q,p - K) (3.48) 

onde 

é a função delta suavizada na forma de uma gaussiana. Podemos notar que para o 

limite Ax,Ap 0, Úa(Ç)^ A distribuição de emissão é escrita como a 

transformada de Fourier espaço-temporal da função de fonte, isto é, 

9ÍQ,P) = J g{x,p) (3.50) 

Segundo este formalismo, a intensidade de probabilidade P de observação con- 

junta de dois bosons idênticos tem a forma geral 

P2{kuk2) = (Cn,2) {D^{0,ki)D^{0,k2) + D^{q,K)DAÍ-q,K)} , 

(3.51) 
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e para uma partícula, 

Piiki) = {C^,,)D^{0,ki) 

= (Cn,i) f f d^x Ôa{0,p- ki)DAÍO,ki). 

Com isto, a função de correlação para duas partículas, segundo a Eq.(3.32) fica: 

C{kuk2) 
f DA{q,K)DA{-q,K)\ 

\ £>a(0,A:i)Da(0,A:2) J 
(3.52) 

onde Aí é igual a C'jv,2/C'jv,i- Esse valor só será diferente da unidade caso a dis- 

tribuição não for de Poisson, mas para nossas considerações vamos considerá-lo 

A/" ~ 1. 

Brevemente, no capítulo 5, estaremos utilizando este formalismo com o intuito 

de introduzir os pacotes de onda na função de correlação. 



Capítulo 4 

Densidade média de espaço de fase 

4.1 Proposta de Bertsch 

Usando o modelo simples da função de correlação da Eq.(3.34), apresentada por 

Pratt [17]: 

Ciíz h)-l I ~ (4 1) 
^ J d^x g{x,ki) J g{x,k2) 

sendo g{x, k) a probabilidade de emitir um pion com momentum k do ponto x do 

espaço-tempo, Bertsch propôs uma maneira de obter a densidade média de pions no 

espaço de fase (/)*, a partir do conhecimento da própria função de correlação de 

pions idênticos [6], e do espectro de partícula única, quantidades estas que podem ser 

medidas experimentalmente. Fazendo a hipótese de que todos os pions com momento 

K sofressem sua última interação no mesmo instante í/, independentemente de sua 

istribuição espacial, a relação entre f e g pode ser escrita na forma 

g{x,K)=S{t-t,)^^^. (4.2) 

Por outro lado, a função de correlação é dado como 

Eo  
^ ^d?kid?k2 

C{hM) =  

^ d^ki ^ d^k2 

‘Alternativamente, g{f,K), função de fonte de pions, pode ser interpretada como o número 

de pions que sofreram sua última interação em um volume 6-dimensional do espaço de fase, por 

unidade de tempo. Já f{f,K), é definida como o número de pions por volume h? em um espaço 

de fase 6-dimensional. 

25 
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sendo 

^2(^1) ^2) — E1E2 

a probabilidade de detecção conjunta de duas partículas e 

Pi{ki) = Ei 

o espectro de partícula única. 

Com isto, o correlator (4.1) torne-se 

d^ki 

|^C7(fei, ^2) ~ — j d‘^x'g{x, K)g{x', K) cos(ç • {x — x')) 
d^ki d^k2 

Introduzindo a Eq.(4.2) na expressão acima e integrando ambos lados em relação ao 

3-momentum relativo, q, Bertsch obteve 

d^ki d?k2 
[C(Ã,.Ã2) -1] = ^ (4.3) 

Fazendo o mesmo para o espectro de uma única partícula, mas sem a integração em 

q, e substituindo ki por K, ele encontrou 

d^K 
(4.4) 

De forma que a média de /(r, K) será dada por 

Jd^rfir,K) f{f,K) 
(f)K ~ 

fd^r f{f,K) 

tendo por peso a própria função /(f, K). Desse modo, a média (/) pode ser escrita 

na forma conhecida como 

íí-nWI"' /■ ,3 

LwJ r " . d^ki d^k2 
[C{h,k2)-1] (4.5) 

4.2 Análise do espectro 

Utilizando a chamada “smoothing aproximation ”, isto é, considerando que ^1,2 = 

K ± q/2 « K, os espectros em função de ki e Íc2, na Eq. (4.5), coincidem com o 

espectro em termos do momento médio K. Ou seja, 

d^n^^^ d^n^^^ 

d^ki d^ko d^K 
(4.6) 
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A hipótese de que se forme uma estrutura de “platô” central na distribuição de 

rapidez em colisões a altas energias, tratada no capítulo 2, aliada à que considera o 

movimento longitudinal desacoplado do transversal, permite escrever o espectro na 

forma 
dn dPn 

Ej^dycPKr 

onde = yjK‘^ + 

Considerando ainda que o sistema em expansão tenha simetria cilíndrica, como 

é o caso do modelo de Bjorken, o espectro na direção transversal pode ser escrito 

como 
dPn _ dn 

dPKj' 2'KKj’dKj' 

onde o fator 27t reflete a simetria azimutal considerada no problema. 

Por outro lado, na ref. [6] o espectro foi parametrizado segundo a forma expo- 

nencial 

= J_p-ATr/T/ 
KrdKr Tf 

refletindo um comportamento próximo do que é observado experimentalmente. 

4.3 /(r, K) média 

Considerando os resultados da seção precedente, a média (4.5) toma a forma 

onde Ej^ — + ml. 

A função de correlação que Bertsch utilizou corresponde à forma gaussiana como 

função dos raios correspondentes às direções “out ”, “side ” e “longitudinal ”, sendo 

a dependência no tempo incluida em i?out e i?iong: 

C{q, K) = l + _ (4 9) 

Devemos notar que os raios associados às direções “out” (de “outwards”), e “side” 

(de “sidewards”), segundo as relações (3.45), dependem, respectivamente, das com- 

ponentes do momento médio Kx e K^, e do tempo r (isso significa que tais raios 

terão valores diferentes para diferentes valores fixos de Kx, e r, fazendo com 

que a forma ideal da função de correlação seja quebrada pela sensibilidade desses 

parâmetros). Para efeito de cálculo iremos tratar tais raios como valores estabele- 

cidos pela esperiência, de modo a que a função de correlação seja só dependente do 

momento relativo, q. 
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Substituindo a Eq.(4.9) em (4.8), obtemos 

I éq [C(íl - 1] 
RoRsRi 

de modo qua a média de f{f,K), torna-se 

, _ í1 ^-Kr/Tt 
\dy J 2RgRsRiTj ^_|_ ^2 

Estamos considerando que a componente longitudinal do momento médio seja nulo, 

isto é. Kl = 0. O gráfico ilustrativo do comportamento da média acima pode ser 

feito utilizando os dados da ref. [20], (pág. 200), com os seguintes valores para os 

parâmetros: Rt ^ Rto ^ Rts = 3-56 fm, Ri = 2.52 fm. Tf = 170 MeV e m.^ « 140 

MeV. Para dn/dy foi estimado um valor « 2.2 obtido pela integração da expressão 

ajustada com base nos dados da Fig.3 da ref. [21], em torno da rapidez central 

no sistema de laboratório, yo ^ 1-46, considerando como intervalo de integração 

±0.10 em torno do mesmo valor de yo- Na expressão acima, Ef^ = ■\J« 

yj± rrí^ no intervalo —0.1 < y — yo < 0.1. 
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Kt (GeV) 

Figura 4.1: Média da função f{f,KT) por unidade de dn/dy, segundo o modelo de 

Bertsch, porém, adotando os valores sugeridos nas ref. [20, 21]. A expressão de 

{/{Kt)) é dada na Eq.(4.10). 



Capítulo 5 

Estimativa da densidade do espaço de fase 

Resumimos no capítulo 4 a proposta de Bertsch para a estimativa da média da 

densidade do espaço de fase, baseada no conhecimento do espectro de uma partícula 

e da função de correlação de dois bosons idênticos. Nela, porém, ele se limitou 

a considerar casos compatíveis com o formalismo de Wigner no limite em que as 

incertezas associadas à dispersão das coordenadas em torno de trajetórias clássicas 

no espaço de fase sejam desprezíveis {Ax ~ Ap ~ 0). Na seção 3.3 discutimos 

brevemente uma generalização de interferometria e espectro de modo a considerar 

AxAp 7^ 0. A seguir, analizaremos um modo de estender a proposta de Bertsch, 

seguindo a linha do capítulo 4. 

5.1 Reformulação da estimativa de densidade média 

Com a generalização do formalismo de Wigner proposta na ref. [7], podemos 

reformular a média da densidade do espaço de fase seguindo procedimentos análogos 

aos utilizados por Bertsch [6]. 

Em termos da seção de choque inclusiva, a função de correlação para duas 

partículas idênticas pode ser escrita como 

EiE^ 
(Eki(Pk2 

C{k,M) 

El 

  P2Ík\i ^2) 

-E‘ 
(Pki " <Pk2 

Segundo o formalismo da ref. [7], resumido na seção 3.3, a função de correlação 

pode também ser escrita na forma 

C{ki,k2) = 
P2{kuk2) 

Pi{k)Pi{k2) 
1 + 

D^{q,K)D^{-q,K) 

£)a(0,^i)Da(0,4) 

30 
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Comparando as duas expressões acima, podemos escrever 

■dVDdV)’ 

d^ki d^k2 
[C{ki,k2) - l] = D^{q,K)DA{-q,K). (5.1) 

Neste ponto queremos ressaltar que, como a correlação [(7(^1, ^2) — 1 e os espectros 

de partícula única são estritamente proporcionais a D^{q,K)D^{—q,K), podemos 

reescrevê-los na forma [CA(^i,fc2) ~ l] ® d^a^^^d^ki^^, com a introdução do sub- 

índice A, o qual indica sua dependência nos pacotes de onda. Tais serão as notações 

que utilizaremos, a seguir, para a função de correlação e para o espectro sempre que 

nelas estejam introduzidos os pacotes de onda. 

A distribuição de fonte no momento da emissão, incluindo os pacotes de onda 

finitos, dada na Eq.(3.48), pode ser reescrita como 

D^{±q,K) = j d'^xd^p e^^'^'''g{x,p)5^{±q,p-K), 

onde utilizamos a identidade g{q,p) = f d^x g(x,^e^^'^, sendo que, na equação 

acima Ôa(ç,]^ = (2n-Ap2)^2e~^1"^. Dessa forma o fator 

Da(ç, K)DAÍ-q, ^) = J d^P' 9Í^->P) 9Í^'iP') x 

X ^AÍq,p- K) ÔAÍ-q',p' - K) cos[ç • {x - x')], 

ao ser substituído na equação (5.1), resultará em 

d^ki d^ko 
[Ca(^i, ^2) ~ ~ J ^^P ^^P' 5'(^)í0 9Í^\p') X 

X à^{q,p- K) 5^{-q',p' - K) cos[g • {x - a;')]. (5.2) 

Como na proposta feita por Bertsch [6], vamos considerar que todos os pions 

com momento K sofram sua última interação no instante tf, áe modo que 

g{x,f) = g{t,f,p) =6{t-tf) 
(27t)^ 

(6.3) 

Integrando ambos lados da expressão (5.2) em relação ao 3-momento relativo, d^q, 

e inserindo as equações (5.3) e (3.49) em (5.2), encontraremos que 

/ 
d^q 

rdV) 

[ d^ki d^k2 aJ 

1 / 1/2 \ ^ 
[C'a(^i, h) - 1] = (27r)6(27rAp2)3 (ã^J ^ 

I d^rd^pd^f' d^p' ^5 4^ 
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Agora, o espectro de partícula única, Pi{ki) = E^i (Pa/(Pki\^, pode ser escrito 

como 

S(T 

d?ki 
(5.5) 

Dentro dessa nova abordagem, podemos definir uma nova função f{r,p; K; Ap) após 

o desacoplamento (freeze-out) do sistema como 

1 

Com isto, a expressão (5.5) acima, torna-se 

(Pa 

Pki {2nyl' 
PfPp /(f,p; K] Ap) 

(5.6) 

(5.7) 

e (5.4) fica 

Pky 
[C'a(^1) ^2) ~ “ 

= j d^r Pp f{r,p] K] Ap, Ax) f{f,p\K-,Ap), 

onde incorporamos à f{f,p;K-,Ap,Ax) a dependência em Ax, como 

f{r,p- K- Ap, Ax) = / d?f <iV' 

(5.8) 

(5.9) 

Devemos notar que, no limite Ap -> 0, Ao: —> 0, tanto f{f,p;K-,Ap) quanto 

f{f,p-,K;Ap,Ax) se reduzem a /(r,^, verificando a correção do procedimento de 

generalização. As funções f{f,p;K\Ap) e f{f,p\K-,Ap,Ax) foram definidas de 

modo a ressaltar a semelhança da presente generalização em relação à proposta de 

Bertsch. Dessa forma vemos que, dentro da generalização que inclui pacotes de onda 

não nulos, a densidade do espaço de fase é escrita como 

/ d^f d^p f{f, p; K; Ap, Ax) /(f, p; K; Ap) 
{f{K-Ap,Ax)) = 

f d^fd^p f{f, p; K; Ap) 
(5.10) 

tendo como função peso f{f,p-,K;Ap). Para exprimir o denominador da média 

acima em termos do espectro utilizamos a expressão (5.7), e para o numerador, 

utilizamos (5.8), resultando em 

(/(AT; Ap, Ax)) 
/ d^a 

-1 

^ / 
d^q 

d^kx d^ko AJ 
[Ci(fci,fe)-l]. 

(5.11) 



Capítulo 5. Estimativa da densidade do espaço de fase 33 

Vemos que a relação acima é a análoga à Eq.(4.5). Devemos notar porém, que as 

parametrizações da densidade de espaço de fase, (5.6), e da função de fonte, (5.3), 

são as generalizadas, isto é, as que contém os pacotes de onda. 

Se considerarmos ainda a chamada “smoothing approximation ”, espressa na 

Eq.(3.40), teremos 

{f{K]Ap, Ax)) 
d^a 

¥k 
[CA(fel,Í2)-l] (5.12) 

Com os resultados (5.11) e (5.12) acima, vemos que a forma para a estimativa 

da densidade (/) proposta por Bertsch não é alterada com a introdução dos pacotes 

de onda. O que é modificado, porém, é o modo de calcular o espectro e a função de 

correlação de dois pions, onde a introdução dos pacotes de onda está implícita. Dessa 

forma, precisamos determinar estas funções, o que será feito nas sessões seguintes. 

5.2 Distribuição gaussiana 

O exemplo mais simples para analisar a influência dos pacotes de onda na função 

de correlação de dois pions e na determinação da densidade do espaço de fase é con- 

siderar o caso de uma fonte estática, com distribuição não relativística de momentos, 

inteiramente desacoplada da espaço-temporal. Particularmente simples é o caso em 

que a fonte emissora de partículas é parametrizada por gaussianas [7], 

g{x,:^ = p{t,x,y,z)h{p^,Py,p^), 

onde 

p{t,x,y,z)cx ^ 

HPx,Py,Pz) oc ^ 

sendo = (í^), = (r?), e Pf = (pf). Em toda a discussão que se segue, 

estaremos considerando o sistema natural de unidades, em que h = c = 1. 

Se estimarmos a função de correlação através da relação (3.33), cujo integrando 

depende apenas da distribuição p{x), a forma particular da distribuição de momentos 

não terá importância. Porém, mesmo na ausência de pacotes de onda, se utilizarmos 

a formulação baseada na função de Wigner, sobrará uma fraca dependência na 

largura P da distribuição de momentos. No caso da distribuição acima, isto se 

dará através de um fator exp{P^q^/2), o qual é desprezado na chamada “smoothing 

approximation” (correspondendo a considerar k\ k2 K). Nessa condições, no 



Capítulo 5. Estimativa da densidade do espaço de fase 34 

caso em que possamos considerar desprezível a largura do pacote, i.e., Ax ~ Ap ~ 0, 

a função de correlação é dada por 

|2 
C{q) = 1 + (5.13) 

onde 

p{q^,qx,qy,qz) oc e RIqI/2 Rlql/2 RWz!"^^ 

a qual é a transformada de Fourier de p{t, x, y, z). Desse modo, vemos que g{q,p) = 

p{<fj Qx, Qyj Qz)h{px,Py,Pz) é fatorada. Nesse caso, utilizando a Eq.(3.49), a expressão 

(3.48), assume a forma 

Da(±ç, K) oc a{Kx, Ky, K^) (5.14) 

onde 

<7(^2;, Ky, Kz) oc e ^‘=*.1/.* . 

Analogamente, o espectro de uma única partícula com momentum ki ou k2 pode ser 

escrito como 

Z?a(0, kxu^., kyu2)í kzu2)) ^ ^(kxu2)i kyu2), ^^1(2)) ^ 
y;. fc? /[2(p?+Ap2)] 

(5.15) 

Assim, através da Eq.(3.52), podemos estimar a função de correlação para dois 

pions C'a(/íi, ^2)1 levando em conta, através de pacotes de onda finitos, as flutuações 

quaânticas em torno das trajetórias clássicas como 

r íí- 1- 1 - 1 4- D^iq,K)DA{-q.K) 
*’ DA(0,í:i)£la(0,í:2) ' 

Substituindo, então, as equações (5.14) e (5.15) na equação acima e lembrando que 

kip = K úz q/2, a função de correlação torna-se 

(5.16) 

sendo i = Rj + Ax"^ — l/4{Pf -|- Ap^), com i = x,y,z. Devemos notar que o 

último termo do raio efetivo, l/4{Pf Ap^), desaparece quando, nos espectros de 

partícula única, consideramos a chamada “smoothing approximation ”, isto é, 

(^{kxi, kyi, kz/) ~ G{kx2t ky2, kz^ (^(^Kx, Ky, Kz), 

resultando em jRa.í + Aa;^. A função de correlação para esse modelo gaussiano 

que iremos utilizar a partir de agora será aquela correspondente a esse raio efetivo, 

isto é, decorrente da hipótese de ser fci ~ /i:2 ~ K. 
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5.2.1 Incerteza mínima 

Considerando o caso de incerteza mínima, isto é, AxAp = 1/2, e considerando 

que as flutuações no momento sejam dados por Ap « conforme sugerido 

em [7], onde é a massa do pion e Tf a temperatura efetiva do modelo pseudo- 

térmico [22], a função de correlação obtida na Eq.(5.16) permanece com a mesma 

forma, porém, os raios efetivos passam a ter um valor definido por 

= Rt + 
ArriT^Tf 

(5.17) 

5.2.2 Comparação das correlações 

Nesta seção vamos comparar nossa função de correlação com expressão análoga 

àquela utilizada por Bertsch na Eq.(4.9), a qual pode ser reescrita em termos das 

componentes transversal e longitudinal do momentum relativo. Daqui em diante 

consideraremos sempre essa dependência da função de correlação, em função das 

componentes qt e qi. Vamos supor que a função de fonte seja parametrizada na 

forma de uma gaussiana, porém, deflnindo a direção 2: como aquela de incidência 

dos ions pessados (longitudinal) e deflnindo a coordenada transversal. 

g{t,rT, z, K) (X e k'^I2^k'^ (5.18) 

Dessa forma, a função de correlação terá a forma 

C{q\ qr, Qz) = I + (5.I9) 

Se utilizarmos a chamada “condição de camada de massa” (mass-shell constraint), 

isto é, q° = q • P, onde 0 = esta função de correlação pode ser 

reescrita como 

C{qT, qi, K) = l + (5.20) 

O modelo gaussiano com os pacotes de onda (5.17) também será escrito em 

termos da dependência no momento relativo transversal e no momentum relativo 

longitudinal. Seguindo a mesma linha de desenvolvimento feito na seção 5.2, teremos 

Cí(5t, 91. K) = l+ (5.21) 

onde i é deflnido como R^{K) + l/ArriT^Tf. 

Neste ponto devemos notar que os raios efetivos dependem implicitamente do 

momento médio K e do tempo r, os quais certamente influenciarão nos valores de 
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tais parâmetros. Para efeito de cálculo iremos tratá-los como valores fixos esta- 

belecidos pela experiência. Vamos utilizar os seguintes parâmetros extraídos dos 

resultados experimentais [20] : Rt = 3.56 fm e Ri = 2.52 fm. Sendo a massa do 

pion ~ 140 MeV, consideraremos ainda que a temperatura seja Tf = 170 MeV. 

Tais valores foram retirados da ref. [23], tendo sido ajustados pela função de cor- 

relação de Tr+TT^ e de espectro de partícula única, obtidos pela colisão Si+Au a 14.6 

AGeV/c, no Brookhaven Nation Lab. (BNL) no AGS (Colab. E859). Considera- 

mos ainda que o momentum transversal médio, só nesta comparação de gráficos, 

situa-se em torno de Kt = 200 MeV. Por simplicidade, adotaremos o valor de Ki 

nulo. Na figura 5.1 estão representadas estas correlações supondo que disporíamos 

de estatística ilimitada nos momentos relativos, ou seja, que qt = 0 para C{qi) x qi 

e qi = 0 para C^qr) x qr. As curvas correspondentes ao modelo gaussiano com 

os pacotes mínimos indicam um leve aumento do tamanho efetivo da fonte emis- 

sora de pions, uma vez que apresentam uma diminuição na largura de correlação. 

Podemos observar uma diferença mais acentuada na direção longitudinal. A razão 

dessas diferenças está no fato de termos incorporado os pacotes de onda mínimo na 

função de correlação, isto é, ApAx = 1/2, sendo Ap fa yJm^Tf. Em consequência, 

conforme a Eq.(5.17), o raio efetivo é acrescido do valor (4m,rT/)“^ em relação ao 

parâmetro Rf. 

Calculemos agora a média da densidade de pions no espaço de fase, tal qual 

foi discutido no capítulo 4. Vamos dividir os casos de modo a separá-los em duas 

regiões cinemáticas. A primeira corresponde a fixar y = (pi +í/2)/2 = 0 e a segunda 

correspondente ay ^ 0. 

5.2.3 Densidade média do espaço de fase 

na região central de rapidez 

Considerando válida a chamada “smoothing approximation ”, vimos no capítulo 

precedente que a densidade média do espaço de fase pode ser escrita como na 

Eq.(4.8), isto é. 

{f(K-Ap,Ax)) = 
d^K 

Jd^q [Ca(^i,4)-1]. 

Vamos supor que o espectro possa ser fatorado em uma parte transversal e uma 

parte longitudinal, isto é. 

d^n 

d^K 

dn cPn 

dK, (PKt 
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Em termos da variável de rapidez, y, e da massa transversal, a parte longitudi- 

nal do momentum médio de pions poderia ser aproximadamente escrita na forma 

Kl ~ Mrsinhy (sendo Mt = \Jk^-\- ml), em um determinado sistema de re- 

ferência. Dessa forma, o espectro na direção longitudinal poderá ser escrito então 

como dn/EKdy. Se o sistema apresentar simetria cilíndrica, como no caso do modelo 

de Bjorken que analizaremos mais à frente, o espectro na direção transversal poderá 

ser escrito como [dn/^-KKTdKTW^. Decompondo ainda o elemento de volume no 

espaço dos momentos relativos em dqidqTqTd(f>qj^, caso a função de correlação 

independa do ângulo 0,^,, após a integração em d(f)q^ no intervalo 0 < (j)^^ < 27t, 

obtemos o fator 27t. Este, então, cancelará o fator idêntico no denominador. Desse 

modo, para sistemas com simetria cilíndrica, a média anterior tomará a forma 

{f{K;Ap, Ax)) 
dn dn 

Ei(dy KxdKx 

/oo pc 
dqi 

-oo JQ 
dqrQr x 

X [CAiqTjQL, Kt, Kl) — 1]. (5.22) 

Por simplicidade, vamos inicialmente estimar a densidade de espaço de fase ape- 

nas ao longo do plano transversal (perpendicular à direção do feixe), correspondente 

a y = {yi + y2)/2 = 0 (região central de rapidez). Consequentemente, o momento 

relativo na direção longitudinal será escrito como qi — {tuti + m7’2)sinhyi devido 

à relação yi = —ya- Para valores fixos dos momentos transversais, isto implicará 

em dqi = {rriTi + coshyi dyi = {Ei -f E2) dy\ = 2Ek dyi- Se quisermos nos 

restringir apenas ao plano transversal devemos considerar também çj = 0, o que 

implica yi = 0 e, consequentemente, Ki — {rriTi — fUTi) sinhyi = 0. Na integral em 

dqi da Eq.(5.22), podemos impor a restrição ao plano transversal e à região central 

de rapidez por meio de uma função delta, 5{yi) 

{f{K]Ap, Ax)) 
y=0 

1 dn 

Ek dy 

dn 

y=o KrdKr 

/OO roo 
EKdyiS{yi) / dqrqr x 

-00 Jo 

X [Ca{qt,<1l, Kt, Kl) — 1]. 

Como qi e Ki dependem de yi, tal dependência irá desaparecer na função de cor- 

relação após a integração em dyi. Finalmente chegamos à forma da densidade média 

do espaço de fase na região central de rapidez por unidade de rapidez dn/dy\y_Q, na 

forma 

(/(X;Ap,Ai))| 
dn 

= 2 
(dn/dy) KrdKr 

roo 
/ dqrqr [CaÍQTjKt) — 1]. 

Jo 
(5.23) 

Para simplificar a notação, nas discussões a seguir (a menos que explicitamente infor- 

mado em contrário, sempre que estivermos nos referindo à média (f{K)), estaremos 

considerando-a por unidade de rapidez na região central, dn/dy\y_o). 
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Estimando a média (5.23) correspondente às correlações (5.20) e (5.21), obtere- 

mos no modelo gaussiano desprezando os pacote de onda 

1 

e no modelo gaussiano com a inclusão dos pacote de onda mínimos, 

sendo í?a,t = ^ + l/4m,rT/. 

(5.25) 

5.2.4 Análise dos espectros 

Se utilizarmos o formalismo da ref. [7], o qual, além de introduzir os pacotes de 

onda, considera que a distribuição de momento é também gaussiana com largura Pj 

em cada direção, então, obtemos a seguinte distribuição espectral 

dn 

KrdKr (P| d- m„Tf) 
-K^/2{P^+m^Tf) (5.26) 

onde fixamos [7]. Os cálculos que levam ao espectro acima são os 

mesmos que na seção 5.2, correspondentes a D^{0,ki) ~ Da(0,^:2) ~ Da(0, A). 

Por outro lado, se considerarmos o limite em que Ax ~ Ap ~ 0, como foi feito na 

ref. [6], mas mantendo a mesma distribuição de fonte, obteremos 

dn 

KrdKr 

J_ -/<:2/2p2 
Pf 

(5.27) 

No entanto, a forma gaussiana para a distribuição transversal de momentos difere 

consideravelmente daquela sugerida pelos dados experimentais. Ela só é considerada 

aqui por completeza dentro da descrição gaussiana para a fonte e para estudar seus 

efeitos sobre a média do espaço de fase. A distribuição espectral sugerida pela 

experiência, dada na Eq.(4.7), tem a forma exponencial 

_ JLg-^r/T/ 
KrdKr Tf 

(5.28) 

Nós comparamos estes espectros na figura 5.2, em escala logarítmica, utilizando 

a temperatura no valor de T/ = 170 MeV, conforme mencionado anteriormente, e a 

massa do pion igual a m,r ~ 140 MeV. Para a largura da fonte, de modo a ilustrar 

o caso, adotamos o valor arbitrário Pr — 500 MeV/c, cerca do triplo do adotado 

para Tf. Neste gráfico podemos ver que o modelo que considera uma distribuição de 
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momentos gaussiana difere consideravelmente daquele ajustado por uma exponen- 

cial, conforme sugere a experiência. A razão desta diferença vem principalmente, 

das próprias formas das distribuições, onde a gaussiana decresce muito mais ra- 

pidamente com o aumento de Kt. Notamos, ainda, uma grande sensibilidade do 

modelo gaussiano na largura da fonte, Pt- Esse modelo, porém, quase não é afe- 

tado pelo pacote de onda mínimo, sendo a diferença muito pequena entre a curvas 

gaussianas. Estes espectros serão as que utilizaremos na seção seguinte, na esti- 

mativa da média do espaço de fase. O espectro é exibido em unidades arbitrárias 

tal qual normalmente os dados experimentais são exibidos. A rigor, integrando-o, 

deveriamos recuperar o número de partículas transversais por unidade de rapidez. 

Por simplicidade, normalizamos cada um deles à unidade. 

5.2.5 Comparação das médias 

Conhecidas as funções de correlação e os espectros, conforme discutidos anterior- 

mente, podemos calcular as médias da densidade do espaço de fase correspondentes 

aos modelos discutidos para estudar as diferenças. Substituindo a Eq.(5.26) em 

(5.25), teremos 

if{Kr, Ap, Aa;))y=o =  t  -K^/2(P^+m„Tf) 
+ mrrTf) 

(5.29) 

onde = R^ + l/Am^Tf. Vamos, então, considerar que o espectro seja melhor 

decrito por uma exponencial, como na Eq.(5.28). Nesse caso, substituindo a equação 

(5.28) em (5.25), teremos 

if(Kr, Ap, Ax)},^ = . (5.30) 

Podem ainda ser obtidos dos casos acima tomando o limite Ax ~ Ap 0, as médias 

que denominaremos “sem pacotes ”, 

(/(ífr)>,=o = (5.31) 

{/(ífr)>,=c, = (5-32) 

Estas médias estão representadas na figura 5.3, onde utilizamos para a temperatu- 

ra o mesmo valor de Tf = 170 MeV, para a largura da fonte Pt = 500 MeV, e, 

para o raio transversal, Rt = 3.56 fm [20]. No gráfico observamos que a média, 

{/{Kt)), é principalmente sensível ao espectro, uma vez que a função de correlação 
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não tem dependência do momento médio e que pouca diferença havia entre as di- 

ferentes funções de correlação discutidas anteriormente. A introdução dos pacotes 

de onda mínimos resulta em pouca diferença para a média do espaço de fase, desde 

que comparemos as curvas correspondentes às mesmas parametrizações do espectro. 

Comparando espectros gaussianos com os exponenciais, porém, a diferença é muito 

grande. Podemos ainda comparar os resultados da figura 5.3 com aquele da Fig. 

4.1, refletindo a Eq.(4.10). Vemos que o comportamento das curvas cujo espectro 

foi ajustado por exponenciais é muito semelhante ao da curva na Fig. 4.1. Ambas 

referem-se a (/) em função de Kt, por unidade de rapidez. A diferença nos valores, 

representada pelo fator ^ -t- é explicada pelo fato de (/), dado em 

(5.32) ter sido obtida levando em conta apenas o plano correspondente a y = 0, 

eliminando dependências em qi e Ki, enquanto que estas foram consideradas na 

Eq.(4.10). 

Se compararmos os valores de (/) da Fig. 5.3 com aqueles sugeridos pelos resul- 

tados experimentais de interferometria e espectro das refs. [24, 25], veremos que os 

aqui obtidos são muito menores para Kt equivalentes. Devemos, porém nos lembrar 

que, nas estimativas acima, consideramos apenas o plano transversal correspondente 

à região central de rapidez. Além disso, a normalização dos espectros nos reflete o 

número de partículas, já que esta foi fixada à unidade. As curvas correspondentes à 

parametrização exponencial do espectro guardam, porém, alguma semelhança com 

o comportamento daqueles das ref. [24, 25]. No entanto, como seria de esperar, a 

parametrização gaussiana resulta de um comportamento de (/) muito discordante 

daquele, sem dizer que os valores são acentuadamente menores. 

5.3 Densidade média do espaço de fase para t/ ^ 0 

Esta região com y ^ 0 corresponde a uma extensão daquela considerada nas 

seções anteriores, na qual Ki e qi não mais se anulam. Desse modo, a função de cor- 

relação será uma função dependente tanto da parte transversal como da longitudinal 

do momento relativo, isto é. Ca = C'a(çt,9/)- Para fazer o gráfico de C{qT,qi) em 

função de uma destas variáveis, por exemplo qriçii), teremos que limitar a comple- 

mentar, no caso qi (qr), a algum intervalo. Quando tratamos o problema de modo 

a estudá-lo apenas teoricamente, podemos fixar qi (qT) = 0, o que corresponderia a 

uma situação hipotética em que a estatística experimental seria ilimitada, infinita. 

Na prática, porém, não é o que ocorre. As limitações experimentais levam a colocar 

as diferenças de momento em caixinhas ( “bins”), ou seja, pequenos intervalos que 

refletem a resolução experimental. As funções de correlação são, então, projetadas 
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nas variáveis desejadas (na análise que estamos fazendo, em qx e qi). Então, no 

melhor dos casos, tal que os barras de erro não sejam muito grandes, ao projetar 

C{qr, qi) em função de qx (qi), os experimentais consideram apenas o primeiro “bin ” 

em qi ou (qx)- Para ilustrar o efeito que isto tem sobre a função de correlação, junta- 

mente com os efeitos de pacotes de onda, vamos voltar a estudar os casos anteriores. 

Então, as funções de correlação são dadas por 

C{qx, qi) = l + e~^T^T-Rhl ^ 

quando de podemos considerar desprezíveis as larguras dos pacotes de onda e, 

quando os consideramos, 

CAÍqT,qi) = 1 + ^ 

onde i + l/4m.^Tf, correspondendo a adotar Ap = 1/2Aa: = 

Para comparar estas funções de correlação, recorremos aos dados da ref.[20]. 

Nessa experiência, o primeiro bin de momento transversal e de momento longitu- 

dinal medido foi definido na faixa de 15 até 25 MeV. Com estes valores, a média 

para qx será (qx) — 20.42 e para qi, {qi) = 20. O gráfico da figura 5.4 compara 

estas correlações, na qual observamos uma pequena diferença nas curvas, devido à 

introdução dos pacotes de onda nos raios efetivos, essencialmente o mesmo com- 

portamento discutido anteriormente, em relação à Fig. 2.1. Notamos que, apenas o 

fato de considerarmos “bins ” finitos leva a obter um valor máximo para a função de 

correlação menor do que 2, embora estejámos considerando fontes completamente 

caóticas. 

5.3.1 Comparação das médias 

Devemos notar que a média, agora, deverá ter uma contribuição relacionada à 

distribuição de rapidez, {dn/dy), uma vez que não mais nos restringimos à região 

onde y = 0. Nesse caso, devemos considerar / dy (dn/dy), em um intervalo de 

integração que reflita a região de rapidez onde haja dados. Nesse caso, a expressão 

para a média do espaço de fase, em vez daquela dada na Eq.(5.22), torna-se 

{f(K;Ap,Ax)) = dy 
dN 

\ 
dn 

Kl + ml V dy coshpj KxdKx 
/OO roo 

dqi / dqxqx [CA(qT,qL,Kx,KL) — 1], 
-OO JO 

com Ek = \JKf + Kl + ml = \JkI + ml cosh y, pois Ki = Mkt sinh y. Vamos, 

então, analizar em separado as expressões de (f(K-,Ap,Ax)) para cada um dos 

modelos discutidos anteriormente. 
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A média correspondente à distribuição gaussiana com pacotes de onda mínimo 

para a função de correlação, dada na Eq.(5.21), adquire a forma 

^ ^-K^/2{P^+m^Tf) 
{/{Kt; Ap, Ax)) = 

2RI,tRaÁPt + + ml J coshj; 
I 

dy 

.dy, 
(5.33) 

sendo ^ + l/4m.^Tf e Ap = Na expressão acima, consideramos 

que o espectro também pudesse ser escrito por uma distribuição gaussiana. No 

entanto, se considerarmos que apenas a distribuição espaço-temporal seja gaussiana 

mas que o espectro seria melhor descrito por uma exponencial, como sugerem os 

dados experimentais, então 

{f{KT-,Ap,Ax)) =  i/£ e-lfr/T, f ‘iy ( éE] 

2Rl_rRAjT}^Ki + ml J “sh y\dy) 
(5.34) 

Tomando o limite Ax ~ Ap —> 0 para os casos acima, encontramos 

{fiKr)) = 
f dy ^dN^ 

2E^RiP^yjKl + ml' J coshp \dy J' / 
(5.35) 

(/(^t)) = 
2R^RiT}^K^ + ml 

Vamos, por simplicidade, comparar inicialmente estas médias sem a inclusão do fator 

correspondente à integral em dy. Os resultados encontram-se na figura 5.5. Os raios 

transversal e longitudinal foram extraídos da ref. [20]: Rt = 3.56 fm e i?; = 2.52 

fm. A figura mostra que a diferença é novamente muito pequena se compararmos 

as duas curvas mais baixas, correspondentes ao modelo gaussiano, com e sem os 

pacotes mínimos. Já a linha cheia corresponde a considerar a forma exponencial para 

o espectro ainda mantendo os pacotes mínimos no cálculo da função de correlação. 

Vemos que ela é muito próxima daquela que ignora os pacotes mas têm a mesma 

forma exponencial para o espectro. Vemos, porém, que os dois grupos de curvas estão 

muito afastados um do outro. Este comportamento pode ser explicado pelo fato da 

média nas Eqs.(5.33) a (5.35) ter maior sensibilidade ao espectro que à função de 

correlação refletindo o que observamos nas figuras 5.2 e 5.4. Em particular, no caso 

do espectro parametrizado por gaussiana, este também depende acentuadamente do 

valor adotado para a largura Pt, a qual foi aqui fixada em 500 MeV para ilustração. 

Se quisermos ter uma idéia de ordem de grandeza do fator 

cosh y ’ 
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teremos que conhecer a forma de dN/dy. Na ref. [27], dados de distribuição de 

rapidez de pions são ajustados e parametrizados em função da massa transversal, 

temperatura e rapidez dessas partículas. O Apêndice F.1.1 contém a respectiva 

estimativa para a integral acima, para a qual obtivemos o valor I ^ 22. Ao ser 

introduzido nas Eqs.(5.33)-(5.35), ele elevará os pontos da figura 5.5, de modo que 

seu valor máximo ultrapasse a unidade. Esse, porém, deve ser considerado apenas 

como uma estimativa superior grosseira, já que a expressão de (dN/dy) discutida 

no apêndice F.1.1 foi obtida após considerar a contribuição integrada dos momentos 

transversais. Expressões de (dN/dy) como função de Kt não são usualmente obtidas 

experimentalmente. 

Se compararmos agora o comportamento das curvas da Fig. 5.5 com aquele 

correspondente, por unidade de rapidez, mostrado na figura 4.1, veremos que as 

curvas mais altas são equivalentes àquela discutida com base na sugestão de Bertsch. 

Isto pode ser comprovado comparando as equações (4.10) com (5.35), tomando-as 

por unidade de rapidez. Então, conforme discussão feita anteriormente em relação à 

Fig. 5.3, ao eliminarmos a restrição do cálculo ao plano de rapidez central, obtemos 

o mesmo resultado que do capítulo 4 

5.4 Modelo de Kolehmainen-Gyulassy 

A limitação do formalismo gaussiano discutido nas seções precedentes acentua- 

se quando consideramos fontes não estáticas, como é o caso dos sistemas formados 

em colisões a altas energias, os quais normalmente se expandem antes da emissão 

de partículas (se considerarmos desprezível a emissão durante a expansão). Nesta 

segunda parte do trabalho vamos comparar o formalismo gaussiano discutido ante- 

riormente, com um outro modelo, o qual considera hipóteses mais realistas, como 

por exemplo, a expansão da fonte. Vamos considerar que o sistema formado em co- 

lisões entre ions pesados a altas energias possa ser descrito pelo modelo de Bjorken, 

discutido em linhas gerais no Capítulo 2. 

O modelo de Bjorken considera que as partículas sejam emitidas em um ins- 

tante próprio r = Tf, isto é, quando o sistema se desacopla (o chamado “freeze- 

out”). Nesse caso, a distribuição de “freeze-out” pode ser descrita pela distribuição 

g(x,'^ oc ^d(r — Tf)5(Tj — yf)S‘^(^)ô‘^(fT — vt{)- Se, porém, considerarmos que a 

distribuição espacial ao longo da direção transversal possa ser suavizada por uma 

gaussiana, podemos escrever 
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A correspondente distribuição D^{q, K) da Eq. (3.48), dentro do formalismo da 

ref. [7], pode ser expressa, nesse caso, na forma 

D^{q,K) oc 
dy 

(5.38) 

onde Kq é a função de Bessel modificada de ordem zero. O argumento 2^12 tem a 

forma complexa 

— 
m n 2 

2Ap2 
^(mri + 171x2) - ir/irriTi - 171x2) 

-2mximx2 (rj + [1 - cosh{yi - 2/2)] (5.39) 

Se considerarmos ki = k2, o momento relativo se anula, isto é, ç = 0, Nesse caso, 

obtemos a amplitude Da(0, ki), proporcional à distribuição de partícula única 

Da(0,íj) « 
dy 

(5.40) 

onde 

Zi = 
mxi 

Ap2 

Com os resultado acima encontramos a seguinte expressão para a função de 

correlação* 

CA{kl,k2) = 1 + 
Kq{Zi)Kq[Z2) 

(5.41) 

A dependência dos argumentos Z\2 e Zi na massa transversal e na rapidez pode 

ser reescrita em termos do momento relativo e do momento médio do par na forma 

,2 
2 2 

^12 = -Tf ((9°)' - q1) + ^ {{K^f - Kf) - i^I^Kxqx COS cf>. Ap2 
(5.42) 

Utilizando as identidades 

^1,2 = + [kt ± 5®-) 

{ 

(5.43) 

AT2 + iç2 

K^q° =K-q 

No apêndice E mostraxemos com mais detalhes a obtenção da função de correlação Eq.(5.41). 
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encontramos que 

(ç°)2 = 2Í^(ml + K^ + \q^) - \J{ml + + \q^Y - [K ■ 

(K°)^ = i I (m2 + ^2 ^ y(rnl + K‘^ + \p)^ - (K • ç)^| (5.44) 

A função de correlação (5.41) tem a característica de não ser uma parametrização 

gaussiana, e nela ainda estão contidas naturalmente os pacotes de onda e a expansão 

do sistema, vinda da distribuição de desacoplamento ( “freeze-out ”) do modelo de 

Bjorken. 

5.4.1 Incerteza mínima 

Utilizando a relação de incerteza mínima, isto é, AxAp =1/2 (lembrando que 

consideramos h = c = 1) e considerando ça m-^Tf [7], como na sub-seção 5.2.1, 

a função de correlação (5.41) se simplifica, tornando-se 

Ca(ç, K) 1 + 

Os argumentos das funções de Bessel ficam então como: 

4 = -'Tf - qI) + ^ ((^°)^ - Kf) - i^KrqT COS (j). 

(5.45) 

(5.46) 

com (ç°)2 e (/C°)2 definidas na eq. (5.44), e 

zi,2 = ± Krqr cos</» (5.47) 

O resultado (5.45) coincide com aquele obtido por Kolehmainen-Gyulassy[26, 28], 

a menos do raio transversal Rt- Para compatibilizar os dois resultados, teríamos que 

considerar Rt = \/2Rtjíg- simplicidade, faremos referência a este modelo e à 

Eq.(5.45) pelas iniciais dos autores (KG).Esta função de correlação será comparada 

com a gaussiana da equação (5.21), ou seja, com 

C'a(çt, Kt) = 1 + e~^^^^T<ÍT-RA,i<ii (5.48) 

onde R\ ^ = + l/4m^T/. A temperatura considerada é de T/ = 170 MeV, e a 

largura da fonte, Pt = 500 MeV; a massa do pion m,r = 140 MeV, e o momento 

transversal Kt = 200 MeV. 

Os parâmetros de raio e tempo-próprio Rt, Ri e r, foram obtidos pela mesma 

experiência [20] ajustando os dados através da função de correlação dada por 

C(q°, qr, 9/) = 1 + (5.49) 
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Os valores obtidos com a parametrização acima foram Rt — (3.15 ± 0.15) fm, 

Ri ~ (2.57 ± 0.15) fm e r ~ (2.78 ± 0.21) fm. Vemos que Rt é ligeiramente menor 

que Rt obtido ajustando os mesmos dados através da Eq.(5.19). Esta resultado re- 

flete a bem conhecida [7] influência do tempo no parâmetro efetivo de raio, através 

da dependência em ç • K/^Jk^ -h m^. Isto quer dizer que Rt corresponde a 

um valor efetivo do parâmetro de raio transversal, no qual o tempo de emissão está 

indiretamente sendo levado em conta, aumentando-o em relação a Rt (conforme 

citado anteriormente, os valores Rt = (3.56 ± 0.13) fm e .Ri = (2.52 ± 0.18) 

fm foram obtidos pela mesma experiência). A rigor, os parâmetros que deveriamos 

adotar seriam Rt, Ri e t obtidos pelo ajuste com a Eq.(5.49). No entanto, o valor 

de Ri é praticamente o mesmo nos dois tipos de ajuste. A parte transversal tem 

importância secundária no presente estudo, pois estamos desprezando a expansão 

transversal. Ainda assim, a diferença entre Rt e Rt é pouco maior que 10% ape- 

nas. Dessa forma, resolvemos adotar os mesmos valores de Rt e Ri que os das 

seções precedentes, isto é, Rt — 3.56 fm, Ri ~ 2.52 fm, mantendo r ~ 2.78 fm na 

Eq.(5.46). Na figura 5.6 estes gráficos são exibidos; estamos considerando também 

que dispomos de estatística ilimitada nos momentos relativos, ou seja, que possamos 

considerar g/ = 0 para fazer o gráflco de C^{qT) x qt e, analogamente, podemos con- 

siderar qt — 0 para fazer o gráfico de C^{qi) x ç/. Observamos neste último caso 

desvio um pouco mais significativo da função de correlação de KG em relação às 

gaussianas com ou sem pacotes, para qi > 0.05 GeV, refletindo os efeitos da ex- 

pansão longitudinal da fonte. A largura da curva, porém, diminui no modelo KG 

em relação ao gaussiano com pacotes. Isto se deve ao fato da expansão da fonte li- 

mitar as regiões longitudinais acessíveis à interferometria. Já no caso de C{qT) x qT 

(qi = 0), porém, a função de correlação poderia apresentar dependência em <f>, de 

acordo com a Eq.(5.41). De fato, isto pode ser visto na Fig. 5.6; a curva corres- 

pondente a KG com 0 = 0 é a mais estreita e aquela correspondente a (j) = tt/2, 

coincide com a do modelo gaussiano sem pacotes (veja a Eq.(5.55) mais à frente). 

Na direção longitudinal a dependência no ângulo 0 de C{qi) x qi, não é observada 

pelo fato de considerar çx = 0, já que tal ângulo está diretamente associado com os 

momentos transversais médio e relativo. 

5.5 Regiões cinemáticas 

O modelo de Bjorken considera que, ao atingir o “freeze-out ” o sistema tenha 

se expandido ao longo de um “tubo” infinito. Dado que o problema que estamos 

considerando possui simetria cilíndrica, os vetores correspondentes ao momento re- 

lativo e ao momento médio podem ser mais convenientemente decompostos seguindo 
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as componentes 

í q =qr p + qiz, 

\ K =Kt P + Kl z. 

Desse modo, o correlator será uma função C = C{qi, qx, Ki, Kt, </>), onde 4>éo ângulo 

entre a direção de qr e Kt- Por definição, a componente conhecida como “out” (de 

“outwards”), é aquela em que qx 1| Kx- A componente “side” (de “sidewards”) 

é ortogonal a esta, correspondendo ao caso em que qx -L Kx- O ângulo (j) acima 

quarda, então, a seguinte relação com os ângulos <j)Kj. (ângulo azimutal de Kx) e 

4>q^ (ângulo azimutal de qx), 

0 = \(!>Kt - 
  —4 
Devido à simetria do problema, Kx pode ter qualquer direção no plano transversal; 

vamos fixar sua direção seguindo o eixo “a: ”, de modo que 

Kx = Kx X. 

Dessa forma, é imediato ver que (j) = 

Com as considerações acima, podemos calcular, então, a média da densidade 

de espaço de fase, (/(/íy; Ap, Ax)), para este modelo. Para isso, como fizemos no 

caso das gaussianas, dividiremos o problema em duas regiões, a primeira fixando 

y = {yi + 2/2)72 = 0, e a segunda correspondente ay ^0. 

5.6 Densidade média do espaço de fase 

na região central de rapidez 

Tínhamos visto anteriormente que a componente longitudinal dos momentos 

deixa de contribuir nesta região, pois é escrita em termos da rapidez por ki = 

m,rSÍnhy. Vimos também que por causa destas considerações a função de cor- 

relação passava a depender apenas dos momentos transversais e do ângulo entre o 

momento relativo e o momento médio. No presente caso incluímos explicitamente 

a dependência no ângulo entre os momentos transversais na função de correlação 

Ca = CAÍqT,Kx,(f>). Esta, expressa pela Eq.(5.45), contém funções de Bessel mo- 

dificadas de ordem zero, cujos argumentos, especificados nas Eqs.(5.46) e (5.47), 

podendo ser reescritos, na região central de rapidez, como 

^12 = ~^fiq°)^ + ^{Ky - i^Kxqxcoscj), (5.50) 
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com e definidas na eq. (5.44), e 

^1,2 (5.51) 

O cálculo da média que utilizaremos para esse caso será aquele dado na Eq.(5.23), 

e seguirá o mesmo procedimento discutido anteriormente. Devemos lembrar ainda 

que estamos considerando-a em unidades de dn/dy\y^Q, a qual, no modelo de Bjorken 

é uma constante, já que a distribuição de rapidez forma um platô na região central. 

Assim, temos 

{fiKr, Ap, Aa:))j,=o = 2 
dn 

2TT KxdKx 

roo r2n 
/ dqrQr d(f) [C^{qT, Kt,<Í>) — 1], 
Jo Jo 

onde <í> = (j)q^ foi discutido na seção precedente. 

Neste ponto podemos tomar dois casos muito particulares: primeiro, quando os 

momentos transversais forem paralelos, e segundo, quando eles forem perpendicu- 

lares entre si. 

5.6.1 Momentos transversais paralelos: Kt II Qt: {<!> = 0) 

Para este caso particular devido à simetria azimutal do problema, escolhemos 

o momentum médio transversal de modo a coincidir com o eixo x. A integração 

da função de correlação em dcj) resultará em um fator 27t. Assim, a média de 

f{K] Ap, Ax) será dada por 

{f{K]Ap, Ax))y=o = 2 
dn 

KrdKr ^Jo Ko{Zi)Ko[Z2) 
(5.52) 

Os argumentos 2:12 e Zi são dados por 

^2 = -rjiqy + - i^KrqT, 

e 

^1,2 = (KT±^qT^ , 

onde as componentes temporais dos momentos relativo e médio são, respectivamente, 

{qy = 2 I + AT|. + - \j(ml + + ^qr grj > 
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e 

= \^{rnl + K^ + ^qr (ml + 9t| • 

Vemos, porém, que para a determinação de (/), necessitamos estabelecer a forma 

funcional do espectro transversal na Eq.(5.52), o que discutiremos a seguir. 

5.6.2 Análise dos espectros 

O espectro de partícula única neste modelo é dado pela Eq.(5.40). Assim, con- 

siderando = rn^rT/, a distribuição espectral será ficará 

dn 

KrdKr 

Normalizando-a à unidade, teremos 

dn 

KrdKr mTrTfKi{m.^/Tf) Tf 
(5.53) 

o que coincide com o resultado obtido por Kolehmainen-Gyulassy [28]. O gráfico 

correspondente, em escala logarítmica, pode ser visto na figura 5.7. Observamos 

que a expressão (5.53) resulta em uma curva muito próxima daquela obtida pelos 

parâmetros do ajuste experimental, na forma de uma exponencial. 

Neste ponto queremos ressaltar que, se compararmos os espectros correspon- 

dentes ao modelo gaussiano com o correspondente ao modelo K-G e ainda com 

a curva sugerida pelo ajuste experimental, em escala logarítmica, mostrados na 

Fig. 5.8, observaremos que o primeiro situa-se muito abaixo dos demais. Isto é 

uma indicação de que tal parametrização não seria adequada para tratar fontes 

em expansão, dado a sua discrepância frente à curvas cujo comportamento global 

fica mais próximo daquele dos dados em geral. O modelo K-G, porém, parece 

mais confiável na sondagem interferométrica da região de emissão já que ela assume 

critérios mais realistas, parecendo que, mesmo o espectro dele originado, situa-se 

mais próximo do comportamento sugerido pelos parâmetros ajustados através dos 

dados experimentais. Outro ponto a notar é que os espectros estão normalizados 

à unidade, em vez de serem em relação ao número de partículas, razão pela qual 

obtemos valores baixos para o máximo das curvas de {f{Kr\ Ap, Aa;)) x Kr, como 

é visto nas figuras 5.3, 5.5, e posteriormente nas figuras 5.9 e 5.11. Com a adequada 

normalização, porém, esperamos que as curvas se desloquem para valores maiores. 
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5.6.3 f{KT',Ap,Ax) média 

Com o espectro acima, a média (5.52) se escreve como 

1 
if(KT-,Ap,Ax))y,o = ^TKÍrr. + f K\\TíIt^jl fj If 

roo 
/ dqr 

Jü 

cujo comportamento em função de Kt pode ser visto na figura 5.9. Conforme 

discutido anteriormente na seção 5.2.5, se compararmos o resultado da Fig. 5.9 com 

os das referências [24, 25], veremos que as curvas aqui apresentadas correspondem, 

para um mesmo Kt, a valores muito menores do que aqueles ali exibidos. As 

razões para esta aparente discrepância são várias; o espectro foi, por simplicidade, 

normalizado à unidade, consideramos apenas transversal correspondente à região 

central de rapidez {y = 0) e, além disso, não multiplicamos pelo número de partículas 

fornecido por dN/dy em y = 0. 

5.6.4 Momentos transversais perpendiculares: Kt -L qt : (0 = tt/2) 

No caso particular em que Kt e qt são ortogonais (o que define a chamada 

direção “side”, de “sidewards”), os argumentos (5.42) e (5.43) da função de Bessel 

modificada de ordem zero igualam-se todos, isto é, Zi2 = Zi = Z2. Sendo assim, a 

função de correlação correspondente torna-se apenas 

Ca(çt) = Cíqt) = 1 + e-^r4. (5.55) 

Desse modo, a média de /(r^, Kt; Ap, Ax) torna-se facilmente integrável, resultando 

em 

{f(Kr, Ap, Ax)),,o = 

(5.56) 

sendo o espectro o mesmo da sub-seção 5.6.2. 

Comparamos também as expressões (5.54) e (5.56) com a média correspondente 

ao formalismo gaussiano, a qual é dada na Eq.(5.29), ou seja, 

1 _^-K}/2{P^+m^Tf) (f{Kr, Ap,Ax))^ + (5.57) 

e também com aquela dada na Eq.(5.30), a qual corresponde a considerar o espectro 

sugerido pelo ajuste experimental. 

if{KT))y=0 = 
1 e-^r/Tf_ (5.58) 
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Na figura 5.9 estão esboçados os resultados correspondentes a esses dois formalismos. 

Podemos notar que o modelo K-G apresenta curva muito próxima daquela obtida 

com o auxílio da Eq.(5.58) acima. 

5.7 Densidade média de espaço de fase 

na região em que y ^0 

Tal qual na seção 5.3, notamos que, quando, y ^ 0, Ki e qi não se anulam. A 

função de correlação, dada em (5.45), dependerá, então, das componentes transver- 

sal e longitudinal do momento relativo, do momento médio, e do ângulo entre os 

momentos transversais: Ca = Ca(çt) Qi, Kt, Ki, 4>). 

Esta função de correlação, juntamente com aquela correspondente ao formalismo 

gaussiano acrescido dos pacotes de onda da Eq.(5.21), isto é. 

estão representados graficamente na figura 5.10. Analogamente à seção 5.3, conside- 

ramos que os momentos relativos reflitam aqueles, sendo distribuídos em intervalos 

finitos ( “bins”), limitados em uma faixa de 15 < çr < 25 e 15 < çj < 25 MeV 

[20]. Isto ilustra o fato de que, experimentalmente, dispomos de estatística finita na 

obtenção dos dados. No gráfico vemos a proximidade das curvas de correlação de 

forma muito similar aos comportamentos exibidos na Fig. 5.6. 

Analogamente ao discutido na subseção 5.3.1, observamos que, para estimar a 

média da densidade do espaço de fase, devemos incluir uma contribuição relacionada 

à distribuição de rapidez (dn/dy). No modelo de Bjorken, esta é considerada pratica- 

mente constante. De qualquer forma, devemos indicar a integração sobre o intervalo 

de rapidez considerado. A expressão da média será então. 

CAÍq,K) = l + 
|Aq(^i2)P -Rlal 

Ko{Zi)Ko{z2) 
(5.59) 

Ca(çt, qi, KT) = l + e (5.60) 

sendo Ek = \j+ Kf -t- = {K^ -f- m^)^/^cosh^. Vemos que agora a compo- 

nente dqi é agora integrada, já que y pode ser qualquer. 
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O espectro que usaremos será o mesmo da sub-seção 5.6.2. Como no caso de 

y = 0, vamos considerar dois casos particulares, o primeiro quando o ângulo (j) entre 

os momentos transversais for zero {Kt || e segundo, quando (j) = tt/2 {Kt -L Qt)- 

Para estes dois casos, a média a calcular será 

{/{Kt-, Ap, Ax)) = 
+ ÃTj.) 

tn,T/Ki{m,/Tf) + mj 
X 

X (5.62) 

onde (dn/dy) agora fornece a altura do platô. 

A integração no momento transversal deveria se estender desde zero até o infinito, 

0 < çr < oo e, no momento longitudinal, —cx) < qi < oo. Verificamos, porém, que 

numericamente esses intervalos podem ser cortados muito antes, já dentro de uma 

faixa de integração de —0.3 até 0.3 GeV para o momento longitudinal, e para o 

momento transversal em uma faixa de 0 até 0.3 GeV. Nessas faixas, a convergência 

das integrais já é muito boa. 

Na figura 5.11 estão representados as médias, sem o fator multiplicativo 

(^) arcth[sinhí/], correspondentes ao modelo K-G, ao formalismo gaussiano acresci- 
do dos pacotes de onda, dada na Eq.(5.33) 

(/(ATt; Ap, Ax)) = 

0Pg-A'|,/2(p2+m„T^) 

2RlrRA,i{PT + m^Tf)y/K^ + ml 

arcth[sinh y], 

onde = R'-+P^/4m^Tf{P^+m.„Tf), e à correspondente ao ajuste experimental 

da Eq.(5.36), 

(f(Kr)) ^ 
2R^RiTfy/K^ + ml 

Nela notamos novamente a proximidade do resultado baseado no modelo K-G com 

aquele que reflete ajuste experimental, estando ambos muito distantes da curva 

correspondente ao modelo gaussiano. As pequenas diferenças neste gráfico talvez 

pudessem ser ignoradas se pudéssemos levar em conta a barra de erro dos dados 

experimentais. 

Para ter uma idéia da ordem de grandeza do fatoro arcth[sinh y], poderiamos 

tentar estimá-lo com base em informação experimental. Contudo, não podemos 

comparar com os valores usados na discusão da subseção 5.3.1, pois, estes dados 

estão muito distantes de ser considerado um platô (ver apêndice F.1.2). Preferimos, 

então, deixar esse fator apenas indicado. 
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Figura 5.1: Representação da função de correlação versus a parte transversal e longi- 

tudinal do momentum relativo, respectivamente. As linhas tracejadas correspondem 

à parametrização utilizada por Bertsch [6], dada na Eq.(5.20), enquanto as cheias, 

correspondente à parametrização gaussiana com a introdução dos pacotes de onda 

e incerteza mínima, sendo Ap « dada na Eq.(5.21). O raio transversal foi 

obtido da ref. [20], Rt = 3.56 fm, e a temperatura foi estimada em Tf = 170 MeV. 
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Figura 5.2: Curvas correspondentes ao espectro, em unidades arbitrarias, no modelo 

gaussiano em escala logarítmica. A curva tracejada ilustra o ajuste experimental, 

parametrizado exponencialmente, segundo a ref. [6]. As outras linhas reproducem o 

formalismo gaussiano com os pacotes de onda; a linha cheia ignora tais pacotes, mas 

contém a largura da fonte, e a de traços maiores, além de conter a largura da fonte, 

utiliza Ap yJm.,rTf. A largura transversal de momento da fonte foi considerada 

Pt = 500 MeV e a temperatura. Tf = 170 MeV. 
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Figura 5.3: Comparação das médias de /(rTfKr) versus Kt, em unidades da in- 

tegral de {dn/dy), restritas ao plano transversal correspondente à região central de 

rapidez (y = 0). A linha pontilhada corresponde à curva gerada com os parâmetros 

inspirados no ajuste experimental, dado pela Eq.(5.32), considerando uma forma ex- 

ponencial para o espectro. A linha de traços maiores refere-se ao modelo gaussiano 

com pacotes de onda, porém, com o mesmo espectro. As curvas mais baixas rep- 

resentam o formalismo gaussiano. A de traços menores ignora os pacotes de onda, 

mas contém a largura da fonte. A curva contínua inclui tanto, a largura da fonte 

quanto os pacotes de onda, com Ap « Para a largura da fonte adotamos o 

valor de Pt = 500 MeV e para a temperatura. Tf = 170 MeV [7]. O raio transversal 

foi obtido da ref. [20]. 
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Figura 5.4: Curvas da função de correlação correspondentes ao formalismo gaus- 

siano. A linha pontilhada representa a parametrização da ref. [6], dada na Eq.(5.20), 

e a cheia àquela que contém os pacotes de onda. Foi adotado uma estatística finita 

no momentum relativo para ambas as direções, transversal e longitudinal. Nos dois 

casos o “bin” está em uma faixa de 15 < çr < 25 MeV e 15 < ç/ < 25 MeV, sendo 

(qt) = 20.42 e (qi) = 20. A temperatura Tf foi estimada em Tf = 170 MeV em base 

na ref. [7]. Os raios foram extraídos da ref. [20]. 
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Figura 5.5: Curvas correspondentes à média de /{TjKt) em função de Kt, em 

unidades da integral de {dn/dy). A linha pontilhada contém a parametrização ex- 

ponencial para o espectro, conforme na ref. [6]. As outras correspondem ao for- 

malismo gaussiano. A curva de traço contínuo contém pacotes de onda na função 

de correlação, porém, para o espectro, foi considerado aquele próximo ao do ajuste 

experimental da ref. [6]. As curvas mais baixas correspondem a um espectro gaus- 

siano, com largura de fonte estimada em Pt = 500 MeV. A de traço maior ignora os 

pacotes de onda, enquanto que a de traço menor, além de levar em conta a largura 

da fonte, contém os pacotes de onda, com Ap w sendo Tf extraida da ref. 

[7] e os raios, da ref. [20]. 
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Figura 5.6: Curvas da função de correlação versus qt e versus ç/. As linhas tracejadas 

correspondem ao formalismo gaussiano e as pontilhadas ao modelo K-G. O cálculo 

supõe que poderiamos dispor de estatística ilimitada, ou seja, que deveriamos tomar 

qt = 0 para estimar C{qi) x qi e qi = 0 para calcular C{qT) x qx- O valor adotado 

para a temperatura foi de T/ = 170 MeV [7]; o momento médio transversal foi fixado 

em Kt = 200 MeV. Os parâmetros de raio e de tempo-próprio foram extraídos da 

ref. [20], 
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Figura 5.7: Comparação do espectro do modelo K-G (linha cheia) na direção 

transversal com dependência no momento médio, dada na Eq.(5.53), com a ex- 

ponencial sugerida pelo ajuste experimental (linha tracejada). 

Figura 5.8: Comparação, em escala logarítmica das distribuições espectrais. A linha 

de traços menores corresponde à curva sugerida pelo ajuste experimental, dada 

pela Eq.(4.7). A curva com traços maiores corresponde ao modelo gaussiano para 

as distribuições de momento, conforme a Eq.(5.26). A linha cheia corresponde ao 

modelo de Kolehmainen-Gyulassy, dado pela Eq.(5.53). 
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Figura 5.9: Médias da função de fonte /(ry, Kt), restritas à região central de rapidez 

{y = 0). As linhas pontilhadas correspondem ao resultado baseado no formalismo 

gaussiano, e as tracejadas ao modelo K-G. A curva mais baixa foi obtida através da 

Eq.(5.57), considerando que espectro fosse descrito por uma gaussiana. A pontilhada 

mais alta não leva em conta os pacotes e considera o espectro exponencial (Eq.(5.58)) 
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Figura 5.10: Função de correlação considerando que estatística seja finita, refietindo 

a projeção de função de correlação em qt e qi, porém, projetando apenas o primeiro 

“bin”, isto é, para C{qi) x qi fixamos (çt) = 20.42 e para C{qT) x qr, fixamos 

(qi) = 20. As linhas tracejadas correspondem ao resultado baseado no formalismo 

gaussiano, e as pontilhadas, ao do modelo K-G. 
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Figura 5.11; Média da função de fonte /{Kt). A linha tracejada corresponde ao 

resultado baseado no modelo gaussiano com espectro exponencial. As curvas pon- 

tilhadas são coincidentes para 4> = 0 e 4> = tt/2 e refletem o modelo K-G. A curva 

mais baixa reflete o modelo gaussiano, sendo o espectro também gaussiano. 



Capítulo 6 

Conclusões 

o objetivo principal deste trabalho foi estimar a densidade de espaço de fase 

média de pions idênticos provenientes de uma fonte emissora de partículas. Para 

isso estudamos a proposta de Bertsch [6], na qual, a estimativa da média tem como 

base o conhecimento do espectro de uma partícula e da função de correlação de dois 

bosons idênticos. A proposta dele limita-se a casos compatíveis com o formalismo 

de Wigner, porém, apenas no limite em que as incertezas associadas à dispersão das 

coordenadas em torno de trajetórias clássicas no espaço de fase possam ser consi- 

deradas desprezíveis (Aa: ~ Ap ~ 0). Neste trabalho introduzimos essas incertezas 

utilizando uma proposta [7] que generaliza a função de correlação na formulação 

de Wigner e leva em conta tais dispersões {AxAp ^ 0). Encontramos que a forma 

de estimar esta última não é alterada com a introdução dos pacotes de onda (ver 

Eqs. (4.5) e (5.11)). O que é modificado, contudo, é o modo de calcular espectro e 

função de correlação de dois pions, onde são introduzidos explicitamente os pacotes 

de onda. 

Para ilustrar o resultado da densidade média do espaço de fase consideramos 

primeiramente o caso de uma fonte estática, onde as distribuições não relativísticas 

de momentos e a espaço-temporal eram completamente desacopladas. Nesse caso, 

utilizando formalismo da ref. [7] obtivemos uma função de correlação também gaus- 

siana, porém, na qual as dispersões representados pelos pacotes de onda eram le- 

vadas em conta. Comparamos, então, as curvas de correlação correspondentes à 

parametrização gaussiana para os casos com e sem a introdução dos pacotes de 

onda mínimos. Na figura 5.1 consideramos o caso hipotético em que uma estatística 

ilimitada de momentos seria possível, ou seja, que Qt = 0 para C{qi) x qi e qi = 0 

para C{qT) x q^. Na figura 5.4, porém, consideramos o caso mais realista, com 

estatística finita, refletindo as limitações experimentais. Isso usualmente é feito 

colocando os dados em pequenos intervalos de momentos ( “bins”), projetando as 

funções de correlação nas variáveis desejadas, tal qual discutimos no início da seção 

63 



Capítulo 6. Conclusões 64 

5.3. Nos dois casos encontramos apenas uma pequena diferença entre as funções 

de correlação devido à consideração de pacotes de onda mínimos. Cabe ressaltar 

aqui que, embora tenhamos considerado uma largura Pi para a distribuição de mo- 

mentos da fonte gaussiana, a função de correlação não apresenta dependência nesse 

parâmetro, já que as distribuições se fatoram. Isto, porém, não acontece quando 

tratamos o espectro dela decorrente, pois este apresenta uma forte dependência em 

Pi, o que pode ser observado com o auxílio das figuras 5.1 e 5.4, para a função de 

correlação, e 5.2, para o espectro. A Fig.5.2 mostra uma discrepância acentuada 

entre a distribuição teórica gaussiana de momentos e a utilizada por Bertsch, cuja 

dependência funcional foi sugerida pelos ajustes experimentais, na forma de uma 

exponencial. Tendo verificado que as curvas de correlação pouco diferem entre si 

quando introduzimos pacotes de onda mínimos, esperaríamos que a densidade média 

do espaço de fase, refletisse de maneira mais acentuada a parametrização adotada 

para o espectro do que as hipóteses sobre a função de correlação. Isto, de fato, 

foi o que observamos, sendo o comportamento da densidade média mostrado nas 

figuras 5.3 e 5.5, onde notamos apenas um pequeno abaixamento das curvas devido 

à presença dos pacotes de onda mínimos. 

Outro modelo teórico que estudamos foi o “Inside-Outside Cascade ” de Bjorken 

[2, 3], o qual considera que a fonte emissora de pions esteja em expansão. A função 

de correlação decorrente deste modelo é idêntica à obtida por Kolehmainen-Gyulassy 

(K-G) na ref. [28], quando levamos em conta incerteza mínima e tomamos Ap « 

yJm,^Tf [7]. Comparamos, então, esta função de correlação com as obtidas pela 

parametrização gaussiana com e sem pacotes de onda mínimos, conforme mostrados 

nas figuras 5.6 e 5.10. Para estas comparações, também consideramos tanto o caso 

hipotético de uma estatística ilimitada, quanto o mais realista, em que a estatística 

é finita. Concluimos que as diferenças entre as curvas de correlação refletindo fontes 

estáticas e fontes em expansão são muito pequenas, acentuando-se mais para qi > 

0.05 MeV quando observamos C{qi) x qi, pois é em função dessa componente que 

os efeitos da expansão (longitudinal) se manifestam de forma mais pronunciada. No 

estudo da função de correlação, dentro do modelo que denominamos K-G, analisamos 

essencialmente duas regiões cinemáticas. Na primeira, nós nos restringimos ao plano 

de emissão transversal correspondente à região central de rapidez, isto é, em que 

y = (2/1 + í/2)/2 = 0. Na segunda, mais geral, estendemos a análise a toda a região 

de rapidez usualmente acessível à experiência. 

Quando comparamos o espectro correspondente ao caso em que a expansão da 

fonte é considerada, com o espectro exponencial inspirado no ajuste de dados, obser- 

vamos que as curvas destas parametrizações são muito próximas entre si, conforme 

mostrado na Fig. 5.7. O espectro gerado pelo modelo gaussiano, porém, desvia- 
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se muito destas curvas, segundo é indicado na Fig. 5.8, ressaltando que uma tal 

parametrização não seria adequada para representar o espectro. Ela foi aqui con- 

siderada apenas para estudar as conseqüências que uma tal distribuição gaussiana 

teria sobre (/). 

A média da densidade de espaço de fase decorrente do modelo K-G em questão 

é representada nas figuras 5.9 e 5.11. Observamos nestes gráficos uma maior prox- 

imidade entre a curva correspondente ao modelo K-G e aquela gerada pela proposta 

de Bertsch, do que entre estas e o modelo puramente gaussiano. Tal qual obser- 

vamos no caso do modelo espaço-temporal gaussiano, o comportamento das curvas 

nas Figuras 5.9 e 5.11 reflete a dependência acentuada na parametrização adotada 

para o espectro. 

As Figuras 5.5 e 5.11, ilustram qualitativamente a densidade média do espaço de 

fase de colisões Si-I-Au a energias do AGS/BNL, pois foram geradas com parâmetros 

de interferometria e espectro inspirados naqueles ajustados pela experiência. Nestas, 

está subentendido que (/) foi estimado por unidade de rapidez. Em outras palavras, 

faltaria incluir um fator multiplicativo que refletisse a quantidade de partículas de- 

tectadas no intervalo de rapidez varrido pela experiência. Tal fator normalmente não 

é estimado. Conforme discutimos no Capítulo 5, a parametrização da distribuição 

de rapidez com base nos dados experimentais, é usualmente obtida após a inte- 

gração sobre todos os momentos transversais. Por essa razão, quando estimamos 

um tal número no Cap. 5, apenas para dar uma idéia qualitativa aproximada, vi- 

mos que o fator multiplicativo de (/) seria exageradamente grande. Apesar disso, 

podemos comparar as curvas das Figuras 5.5 e 5.11 com aquela exibida na Fig. 4.1, 

correspondente ao resultado de Bertsch, refletindo as expressões obtidas, as quais 

não incluem o fator multiplicativo mencionado acima. Vemos que o comportamento 

da curva da Fig. 4.1 para (/) é bem reproduzido pelas curvas mais altas da Fig. 

5.3, discordando, porém, das duas mais baixas, geradas pela distribuição gaussiana 

fictícia de momentos. Os resultados mostram ainda que há pouca sensibilidade aos 

pacotes de onda mínimos. Se então compararmos a Fig. 4.1 com a 5.11, notamos 

que a curva mais alta continua praticamente idêntica às expectativas com base nas 

parametrizações sugeridas por Bertsch. A curva média, conseqüência do modelo de 

Bjorken, que considera a expansão longitudinal da fonte, apresenta uma pequena 

diferença, especialmente na região de pequenos \K\. Mas, devido às incertezas ex- 

perimentais, tal diferença provavelmente não seria significativa para ser detectada 

pelos dados. Contudo, observamos também, pelas Figuras 5.3 e 5.9 que a restrição 

drástica ao plano transversal na região central de rapidez, ainda que fosse possível 

seleciona-la experimentalmente, não traria grandes vantagens para a distinção de 

(/) nos cenários considerados. Isto porque nossos estudos indicam que quanto mais 
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ampla a região estudada (e, provavelmente, isso se acentue caso consideremos a ex- 

pansão tri-dimensional da fonte), tanto maior a possibilidade de distinção entre os 

diferentes modelos. 

Ao compararmos as funções de correlação correspondentes às parametrizações e 

modelos estudados, notamos que os resultados mostraram pequena sensibilidade em 

relação à adoção de pacotes de onda mínimos, ao menos para a largura aqui adotada 

para o pacote de ondas. Além disso, pouca diferença foi observada com relação à 

descrição dos dados por gaussianas estáticas ou por modelos (Bjorken) que levassem 

em conta a expansão da fonte. Isto indica que a tendência que sempre dominou as 

experiências de interferometria, de ajustar os dados por meio de parametrizações 

gaussianas para a fonte, de fato, não está completamente equivocada. A largura 

daquelas curvas (cujo inverso é proporcional à dimensão da fonte investigada) não 

muda signiíicativamente em relação ao modelo investigado por Bjorken, o qual é 

mais realista a altas energias. O cuidado que devemos ter, porém, é quanto à inter- 

pretação dos resultados, pois os parâmetros ajustados por gaussianas são efetivos, 

podendo conter, de modo não explícito e incontrolável, dependência no intervalo de 

momentos considerado e em outras variáveis. Isto, inegavelmente, pode compro- 

meter a tentativa de uma reconstrução fiel da fonte emissora de partículas a altas 

energias. No entanto, conforme analizado na ref. [29], no caso da emissão ocor- 

rer durante todo o processo de expansão da fonte e não apenas da superfície de 

“freeze-out ”, são observadas distorções significativas em relação ao comportamento 

gaussiano da função de correlação de Bose-Einstein entre dois pions idênticos. 



Apêndice A 

A.l Aditividade da rapidez 

A rapidez de partícula em um dado referencial é definido por 

(A.1) 

A rapidez é uma variável aditiva. Para demonstrar essa propriedade consideremos 

uma partícula no referencial centro de massa F, a qual viaja na direção positiva do 

eixo z, com a velocidade /3 = Pz/E. Sendo a energia da partícula dada por E = 'y m, 

A expansão desta expressão para pequenos valores de P, yp = P + O {P^) indica 

que, no caso não-relativístico, a rapidez de uma partícula é aproximadamente igual 

à velocidade longitudinal da partícula; yp p. 

Consideremos agora um referencial F' movendo-se com velocidade P na direção 

positiva do eixo z do referencial F. Consideremos ainda que a partícula se move, 

com rapidez y' em relação a F' e com rapidez y em relação a F. A rapidez y' da 

partícula em relação a F' será, então 

e Pz o momento dela ao longo da direção do “boost ”, aplicando a definição acima 

a rapidez da partícula torna-se 

(A.3) 

Com as transformações de Lorentz 

(A.4) 
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temos 

y 

Assim, concluímos que 

7(1-^) {E+p,y 

7(1 + /?) {E-p,)^ 

y = y' + vp- (a.5) 

Vemos que a variável de rapidez é aditiva, pois a rapidez y da partícula no referencial 

F é obtida somando-se a rapidez y' da mesma partícula em relação a F' à rapidez 

do referencial em movimento y^. 

A.2 Densidade de energia em Vl < y < Vr 

Seja a distribuição de rapidez no referencial F': 

dN 

dy' 

Aplicando (A.5) na expressão acima, encontramos que 

dN 

dy' 
y' 

dy 
(A.6) 

y=^y '+y0 

Segundo a equação (2.5), a densidade de energia inicial da matéria no referencial 

F' é igual a 

rriT dN 

ou 

e^(F') = 

e^(F') = 

tqA dy' 

tut dN 

toA dy 

y'=o 

(A.7) 

y=y0 

segundo a expressão (A.6). 

Segundo as considerações da seção 2.3, a rapidez y^ da partícula em questão, 

poderia estar limitada à faixa 

yi<yp< yn, (A.8) 
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então, 

eo'(n = 
mr dN 

y=0 
TqA dy 

Comparando este resultado com a densidade de energia no referencial F, isto é 

rriT dN 

(A.9) 

^0 (F) = 
tqÁ dy 

y=0 

teremos que 

sj {F') = eo (F). (A.10) 

Podemos ver que a densidade de energia independe do referencial dentro do in- 

tervalo (A.8) acima. Devemos notar, também, que o intervalo onde yp está definido, 

dado na equação (A.8), aumenta com a energia da colisão. 

A.3 Expressão estatística de e 

Consideremos um sistema em equilíbrio térmico a uma temperatura T muito alta e 

que seus constituintes, quarks e gluons, estejam confinados no interior deste sistema. 

Para simplificar, vamos considerar um regime, tal que as interações entre quarks e 

gluons sejam desprezíveis. Vamos supor também que os quantas sejam não massivos 

e que a densidade bariônica resultante seja nula (// = 0). As densidades de energia 

dos quarks q, antiquarks q e gluons g são dadas, respectivamente, por 

Ey 

d^p p 

e^P + 1 ’ 

d^p p 

(27t)^ e^p + 1 ’ 

d^p p 

(27t)2 e^P — 1 

onde /? = 1/T e Cg, c,, Cg são respectivamente a degenerescência do quark, antiquark 

e gluon. 

Resolveremos inicialmente a equação para o caso dos quarks. Integrando a parte 

angular, encontramos 

^ 27r^ Jo e^P -\-1 

Mudando de variável de j3p para 2, teremos 

CgT^ r°° , z^e~^ 
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escrevendo l/(l + e ^)na forma de série encontraremos que 

CgT^ °° 

27t2 

/*oo 

k=Q 

Comparando a integral com a função gama, 

roo 
r(n) = / dx 

Jo 

teremos 
^ rp4 OO 

E(-i) 
, ,,, r(4) 

t=o (*: + l)‘' 

A somatória pode ser manipulada de modo a obtermos uma forma correspondente 

à função zeta de Riemann. Dessa maneira teremos 

7 

’ “ 8 30 
(A.ll) 

Analogamente, a densidade de energia para os antiquarks e os gluons serão iguais a 

7 CõTT^, C-- — "g'' ^4 
’ 8 30 

(A.12) 

30 
(A. 13) 

Como a densidade de energia total é a soma das densidades de energia das 

partículas envolvidas no sistema, teremos 

£ — £n “1” £'n “1“ £q 

assim, encontramos 

7T 
^ — Ctotal 2Q T (A.U) 

(hotal — g 

onde 
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B.l Fontes caóticas 

No caso de fontes caóticas, a fase (j){x) se caracteriza por ser uma função aleatória, 

associada à coordenada x do ponto de fonte. 

Então, separando a Eq. (3.13) em termos que dependem da função 4>{x) e em 

termos que independam da mesma, teremos, 

P{k) = ^) + E Mk, x)A{k, (B.l) 
X 

O segundo termo da Eq.(B.l) pode ser reescrito como 

II = -'^A{k,x)A{k,y) qÍ<I>(x) g-i0(í/) gik-{x-y) 

= E x)A{k, y) COS [(A: • a: + (f){x)) -{k-y + (f){y))] 
x^y 

Devemos notar que a fase aleatória ^{x) flutua bem mais rapidamente que o fator 

k • X. Podemos reescrever ainda 

{$(a:) = k ■ X + 4>{x) 

$(í/) = k-y + (f>{y) 

de forma que o segundo termo em (B.l) ficaria 

X x^y 

+ E sin [^(^)] E y) [^(y)] 
X X^éy 
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Agora, 

Y, A{k, y) COS [$(y)] = \y v) [^(v)]| - A(k, x) cos [$(a;)] 
i^y V y J 

como estamos tratando com fontes aleatórias, podemos escrever 

N 
^ A(A:, y) COS [$(y)] ~ NA(k,x) cos [^{x)] 
j/=i 

onde N representa o número de pontos de fonte. Então, 

Y y) COS [$(y)] = S Mk, v) cos [#(?/)] 
xjíy 

No caso de N ser muito grande. 

AT-1 
lim ——— ~ 1 

N^oo N 

teremos assim 

Y Mk, y) cos [$(?/)] ~ Y Mk, y) cos [$(y)]. 
x^y y 

o mesmo pode ser feito para o termo 

Então, 

Y Mk, y) sin [^{y)] ~ Y Mk, y) sin [$(y)]. 
i^y y 

II « ^ A(A:,a:)cos[$(a;)] ^ A(A:,2/)cos[$(y)] 

+ Y Mk, sin [$(a;)] Y Mk, y) sin [$(?/)] 

Y Mk, x) cos [$(2:)] + YMk,x) sin [$(rr)] 

Como a coordenada x é um quadri-vetor, a somatória pode ser escrita como 

Y Mk, x) cos [$(x)] = 1] fe A(k, t, x) cos [$(í, f)] | 
X f l t J 

Supondo que as amplitudes A{k, t, x) variem no tempo muito mais lentamente do 

que as fases aleatórias, então, durante um período de tempo r da fase de flutuação 

aleatória em torno do tempo tq, temos 

Y A(A:,í,f) cos [$(í,£)] « A{k,To,x) Y cos[$(í,£)] 
to-t/2<í<to+t/2 To—t/2<í<to+t/2 

rs^ 0 
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Assim, se somarmos sobre o parâmetro temporal, teremos que 

^ A(/i:,í, f) COS [$(í, :r)] f» 0 . 
t 

Procedendo analogamente para o termo em seno, teremos 

^A(A:,í, x)sin[$(í, f)] w 0 . 
t 

Substituindo esses resultados em II, teremos 

x^y 

Desse modo, concluímos que a equação (B.l) se reduz à forma 

P(k) = Y.A^(Kx) (B.2) 



Apêndice C 

C.l Formalismo de Pratt 

Consideremos uma fonte emissora de pions, descrita por 

= g/ r){x) 4>(t) |Q^ 

_ g/d®fcdtíj(fc,t) </>(t) exp(i£:jt)ct(fc)|Q^^ (C.l) 

onde il}^{x) é o operador criação na representação de Heisenberg, e </)(í) é o fator de 

fase aleatório, o qual indica que os pions não estejam correlacionados, 

(0*(í)0(í')) = <5(í-O- (C.2) 

Com a normalização de 0(í), dada na eq.(C.2) acima, verificamos que \t]{x)\‘^ re- 

presenta a amplitude de probabilidade do pion ser emitido na coordenada espaço- 

temporal x, e que \ri{k, representa a amplitude de probabilidade, por unidade de 

tempo, do pion ser emitido com momento k e energia Ej^, sendo rj{k, t) a transfor- 

mada de Fourier de r]{x). Os estados rj são autoestados do operador de destruição, 

c{k), na representação de Schrõdinger, os quais têm a propriedade de remover um 

pion sem alterar o estado, o que significa que o número de pions não é conservado. 

Com estes autoestados podemos escrever a probabilidade de que dois pions, produzi- 

dos na fonte, possam ser posteriormente detectados. Tal probabilidade será escrita 

na forma 

Pikuh) = {ri\c\ki)c\k2)c{k2)c{ki)\T]). (C.3) 

Para o caso de um único pion, a probabilidade de que ele seja produzido na fonte e 

posteriormente seja detectado, será dada por 

P{ki) = {r]\c\ki)c{ki)\T]). (C.4) 
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Desse modo, a função de correlação pode ser escrita como 

^ {v\cKh)cKk2)c{k2)c{ki)\r]) 

{rj\c^{ki)c{ki)\r]) {v\c^k2)c{k2)\v) 

(ri\c^{ki)c{ki)\r]){T]\ci{k2)c(k2)\r)) 

Como os estados I77) são autoestados do operador c{k), temos 

í c{ki)\r)) = fd^k dt r]{ki,t) e^^^^\ri) 

\ c{k2)\ri) = J d^k dt 77(^2, í) 0(í) 

(C.5) 

(C.6) 

com as quais calculamos 

(r7|c^(^i)c(^2)lí?) = J d^k d^k' dt r]*{ki,t) 77(^2, (C.7) 

onde utilizamos a Eq.(C.2). Agora, com a relação {k2 — ki) • x encontramos que 

{E2 — Ei)t = -q-x — q-f, onde q = k\ — k2 é o 3-vetor momento relativo. A 

Eq.(C.7) torna-se 

(T7|c^(fci)c(fc2)|í7) = í d^k d^k' dt t]*{K + q/2, t) t7(K — ç/2, 

(C.S) 

sendo K = {ki + k2)/2 é o 3-vetor momento médio. Em analogia às funções de 

Wigner, definimos a função 

g{x, k) = j d^r' rf{f+ f'/2, t) rj{f — f'/2, t)é‘^"^ 

= j d^k' q*{k + k'/2, t) 7]{k - k'/2, (C.9) 

Então, a Eq.(C.S) pode ser escrita como 

(77|c^(fci)c(fc2)|^) = J d^k dt g{x,K)e~^'^'^. (C.IO) 

Invertendo a transformada de Fourier na Eq.(C.lO) acima, encontramos que 

(t7|c^(^i)c(^2)|?7) = J d‘^x g{x,K)e^'^'^. (C.ll) 

^ ^ “♦ “# 
Considerando k\ = k2 = ki, vemos que g{x,ki) pode ser identificado com a 

probabilidade de emissão de um pion com momento ki, produzido no ponto espaço- 

temporal x, 

{v\cHki)c{ki)\v) = j d"^Xig{xi,ki). (C.12) 

onde o subíndice, i, na coordenada espaço-temporal, x, foi introduzida para diferen- 

ciar as distribuição da partícula 1 da partícula 2. Assim, introduzindo as Eqs.(C.ll) 

e (C.12) na função de correlação, obtemos 

C{k\, k2) — 1 + 
/ d^x d^x' g{x, K)g{x', 

fd^xi g(xi,ki) f d^X2 g(x2,k2) 
(C.13) 



Apêndice D 

D.O.l Formalismo da densidade de Wigner 

O cálculo da distribuição inclusive, P{a), da configuração final múltiple de pions 

nos estados |o:), pode ser feito através do conhecimento da matrix densidade p{t) = 

\i/;{t)){íp{t)\ do sistema. Tal distribuição segue a forma [8, 9], 

í’(“) = /imlr/>«/>(*) = /3„^p(i) = -! j dth pa[Hr,ii{t)], 

(D.l) 

onde foi usado a equação de movimento de p, e o Hamiltoniano separado da parte 

livre, Hq, cujos autoestados incluem Io), da parte de interação, Hi, que inclui as 

fontes de correntes de pions e sua interação com outras partículas do sistema. Na 

Ref. [7] foi considerado que [iío, Pa] = 0, e que não exista interação entre os estados 

de multipions, isto é, |o;) = para que Hq corresponda ao hamiltoniano 

livre. Utilizando o traço na representação de Wigner, a distribuição inclusive de n 

pions pode ser escrita como 

P{a) = J dt j d(j)i...d(j)nWa{(f)i,...,(l)n) (D.2) 

onde (j)i = {fi,Pi) são as coordenadas 6-dimensionais do espaço de fase, e o elemento 

d(j)i = d^fid^Pi{2'K)~^ em unidades h = c=l. O índice I na derivada temporal indica 

que apenas a variação de /n,no tempo devido às interações serão levadas em conta. 

Na Eq.(D.2), Wa é a representação de Wigner da matrix densidade assintótica, 

Pa = |o!)(al, 

Wa(0i,..., 4>n)= / I n I ({fi + yi/2} \pa\{xi - yi/2}), 

f (D.3) 

e /„, a densidade de espaço de fase inclusive de n pions no tempo í, 

fn{(f)i,..., <^n,í) = / I n \ {{xi + yi/2} |p(í)| {xi - yi/2}). 

J (D.4) 
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Então, ignorando as interações do estado final, a função de onda final simetrizada 

será escrita na forma 

(27t) -3n/2 

y/n\ 
(D.5) 

O que conduz a seguinte densidade de Wigner 

 ■ín) = è E n {e-*®-'-■'■■<!"(!?. - •!?„»,)} , (D.6) 
aã i=l 

onde (7 = ((Ti,..., c7„) e ã denotam am permutações dos vetores de índices n, e 

sendo Çy = ki — kj e Kij = (ki + kj)/2 o momento relativo e o momento médio, 

respectivamente. Definindo a transformada espacial de Fourier da densidade de 

espaço de fase inclusive como 

= /n{(27r) ^d^fiC (D.7) 

onde (j)i = {qi,Pi), e considerando a expressão da Eq.(D.6) na Eq.(D.2), e integrando 

sobre as coordenadas do espaço de fase, a distribuição inclusive de n pions torna-se 

-Pn(^l) •••) ^n) ~ 52 /n(*^lcTi) •••) 0nCTn) ^)) (D-8) 

sendo = (çy, Kij). Foi utilizado a simetria de permutação da distribuição clássica 

/n(01) 4^ni t) — /n(0(Ti) •••) t)- 

D.0.2 Modelo cascata semicássico 

Segundo a teoria de transporte clássico [10], a distribuição de espaço de fase de n 

partículas pode ser escrita como a média do conjunto de um produto de distribuições 

microscópicas. 

/n(<^l) •••) 0n> t) ^N,n Sfli 
i=l 

sendo a distribuição microscópica 

g.(0,í) = - Mt)) 

(D.9) 

(D.IO) 

a que descreve a distribuição de espaço de fase da partícula a, que foi produzida no 

instante íoo> e que se move ao longo da trajetória clássica 

0a(í) = {ra{t),Pa{t)), t > ta^, 
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com 

dfa/dt = Pa/Ea = Va, Ea = {fa + 

Na Eq.(D.9), (...) indica a média do conjunto de colisões sobre as trajetórias das n 

partículas em eventos com multiplicidade total, N, e Cn,u = N\/{N — n)!. Intro- 

duzindo a Eq.(D.9) na Eq.(D.7), e utilizando a mesma definição de (D.7), encon- 

traremos a transformação da Eq.(D.9), 

/n(01,-,0n,í) = • (D-H) 

Podemos incorporar, agora, os efeitos mínimos devido ao princípio de incerteza 

na distribuição microscópica dada na Eq.(D.lO) fazendo a seguinte transformação, 

(2x)=á‘‘(,^ - m) - Mt)) = 

^ (D.12) 

com a condição de que AxAp > 1/2. Na Ref. [7], é considerado o caso mais 

simples, no qual o transporte pode ser descrito por dinâmica de cascata. O momento 

dessa partícula muda descontinuamente devido à transferência de momento, Apa<, no 

instante da colisão específica, íai > correspondente à i-éssima colisão dessa partícula 

a. Desse modo, o momento dessa partícula a em um instante qualquer, é dado pela 

expressão 

/(a) 

Pa{t) =Pao + Yl -tai), (D. 13) 
i=l 

sendo f(a) o número total de colisões sofridas pela partícula a. Denotaremos a 

trajetória no espaço de fase como uma linha reta entre os tempos tai <t < Íoí+d 

<Aai(í) = + Vaiit ~ tai),Pai), (D. 14) 

sendo fat = fo(ía<), Pai = Pa{tai + 0), e Uo- = Va{tai + 0). Com isto, a distribuição 

microscópica semiclássica da Eq.(D.lO) pode ser reescrita como 

/(a)-l 

ga{(l>,t)=9{t-taf) 5%{(p-(l)af{t))+ ^ 9{t ~ tai) 0{tai+, ~ t) 6%{(f> ~ (f)ai{t)), 

(D.15) 

onde taf indica o último instante da colisão, isto é, o instante do desacoplamento da 

partícula a. 

Agora, utilizando a equação de transporte clássico, teremos 

g«W,í) = (D.16) 
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sendo Sa{(f>,t) a densidade de espaço de fase da “fonte” dada por 

/(o)-l 

E ««('#'.<) = ■5(í-ía,)'5AW-'Aa,(í)) + É - lS(*-*.,+,))'5Í('A-'íai(<))- 

(D.17) 

A transformada de Fourier da equação de transporte da Eq.(D.16) é dada na forma 

{dt + iq- vp) ga(ç,P, t) = Sa{q,p, í), (D.18) 

cuja solução pode ser escrita como 

èaÍQ,P, t) = e~^^'^^*ria{q,p, t), (D.19) 

sendo 

na{q,P,t)=í dte^^'^^^Sa{q,p,t). (D. 20) 
7—CX) 

Com os resultados acima, a transformada de Fourier espaço-tempo da taxa de 

interação da Eq.(D.8), segundo a expressão (D.11), é escrito na forma 

dt 
\ /n(íl.,,-,ín»..í) = ^CA,,„e , 

(D.21) 

sendo 

i=l 

Para o caso da interferometria do pion, precisamos de um conjunto especial de 

coordenadas de momentos, {0i}, na Eq.(D.8). Para uma dada permutação, a, 

{^i} — {Ão-j} — {Çlo-D A^lcri) •••) ÇntTní 

Com isto, encontraremos que 

(D.22) 

(D.23) 
i=l 

onde Eiff^ = ^ . A distribuição inclusive de n pions, dada na 

Eq.(D.8), adquirirá, então, a forma 

•••■> ^n) ~ \ Cn,u i^iíTií Oo) y , 
<7 \ i=l / 

(D.24) 

onde 

nai i^iai,oo) = (27t) ^ J d^x e"^iP>^Sa{f, Kij, t) (D.25) 
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é a transformada de Fourier da distribuição de fonte Sa(0, í) da Eq.(D.17). A com- 

ponente temporal do momento relativo da Eq.(D.25) é aproximadamente dada por 

4 = ^ « (í? + - (Í?l + 

A transformada de Fourier de Sa na Eq.(D.17) é escrita na forma 

/(“)-! 

E 
i=0 

n, ,{g,K,x,) = e'»-*-/4{?,K-p,,)+ )h(q,K - ). 

(D.26) 

onde a função delta suavizada a uma gaussiana é dada por 

1 

(27tAp^)“^/^ 
g-^/2Ap2^-^Ai2/2^ 

(D.27) 

Vemos que no limite, Ax,Ap —> 0, obviamente 5a(ç,^ —^^aÍP)- 

No limite estritamente clássico, Ax, Ap 0, todos os termos na soma desapare- 

cem, devido às partículas clássicas se propagarem em linhas retas entre as colisões, 

do modo que 

^Oi+i ~ f'ai- 

Portanto, no limite clássico, só o instante de desaclopamento final é a que efetiva- 

mente contribui, e (D.26) reduz-se a 

n, (D.28) 

Agora, considerando Ap > 0, as correções das colisões podem ser ignoradas se 

R » X, sendo R o raio e A o caminho livre médio. Nesse caso, a somatória terá 

um número muito grande de termos, mas a diferença das fases é muito pequena em 

cada termo, 

~ {q-SvSt)^, 

pois, já que na faixa de interesse, q ^ 1/R, e o intervalo de tempo entre as co- 

lisões, 5t ~ X/va, a quantidade {q • ôvSt)'^ ~ {X/RY, desse modo, os termos lineares 

desaparecem. 

Com as considerações acima, a Eq.(D.24) pode ser reescrita como 

Pn{ku K) ^ E Icn,u n Kia, -Pi)), (D.29) 
o- \ i=rl / 

envolvendo unicamente as coordenadas do espaço de fase, (rí,Pi), dos pions no in- 

stante do desacoplamento, ti. 
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Devemos enfatizar que, a Eq.(D.29) permite correlações dinâmicas arbitrárias 

entre as coordenadas do espaço de fase 7-dimensional de desacoplamento, e também 

as correlações dinâmicas arbitrarias de n pions. Ainda que as correções das cascatas 

intermediárias sejam pequenas na Eq.(D.29), as correlações que resultam delas po- 

dem modificar fortemente o modelo de interferência final [17]. No caso de ocorrer 

pouquíssimas colisões, as Eqs.(D.24) e Eq.(D.26) indicam um modo de calcular as 

distorções causadas pela cascata de estados intermediários. 

Na aussência de correlações dinâmicas, o conjunto médio da Eq.(D.29) pode ser 

escrito em termos da transformada de Fourier espaço-temporal da distribuição de 

desacoplamento 

D{q,p) = j d^x g{x,p) (D.30) 

Desse modo, a distribuição inclusive de n partículas da expressão (D.29) se modifica 

para uma forma geral 

n 
Pn{ki, kn) ~ (C'iV.n) TT ^A.ÍQí(7íí (D.31) 

<T i=l 

onde Da é o pacote de onda suavizado da distribuição de desacoplamento 

DAÍq,K) = J d^p D{q,f)6^{q,p- K). (D.32) 
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E.l Função de correlação com base na generalização 

da formulação de Pratt 

Segundo o formalismo da ref. [7], a função de correlação pode ser definida por 

D^{q,K)D^{-q,K) 
C^iki, k2) — 1 + 

DAÍ0,h)D^{0,k2) 
(E.l) 

onde 

DAÍ±q,K) = j ép g{±q,p)5^{±q,p - K). 

sendo g{±q,p) a transformada de Fourier de g{x,p), a qual é a distribuição de 

desacoplamento do espaço de fase; a função delta suavizada tem a forma 

1 
^AÍq,p) = 

.gP/2Ap2gg2Aa;2/2 
(27rAp2)3/2 

Reescrevendo explicitamente a expressão F>a(±9)R^)) teríamos 

£>a(±9, ^) — j - K). 

(E.2) 

(E.3) 

Consideremos primeiramente a distribuição ideal inside-outside sugerida por 

Bjorken, que corresponde a 

g{x,p) oc {^^5{t — Tf coshyf)5{z — Tf sinh.yf)e~^^^^^ X 
ay 

X S{E - - rriT sinh yf)S^{pTf)), (E.4) 

Expressando, então, í e em termos das variáveis de tempo-próprio, r, e de 

rapidez de espaço-tempo, rj, E e Pz em termos da massa transversal, tut, e da 

rapidez, y, a fonte emisora de pions tem as seguintes características: 

t = T cosh p 

z = T sinh p 

E = rriT cosh y 

Pz = sinh y 
(E.5) 
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Aplicando algumas propriedades da distribuição delta,encontraremos que 

ô{t - Tf coshyf)ô{z — Tf sinhyf)ô{pz — rrirsinh?//) 

= -6{T-Tf)ô{T]-yf)^ô{y-yf) 
Tf hf 

(E.6) 

Sendo que a média está dado sobre a distribuição de rapidez, a distribuição 

g{x,p) fica então 

f dN 1 
g{x,p) cc J dy {—) ~ Vf) x 

X S{E - yjpf + ml)5{y - yf)S^(pT)e~^^^^^ 

No modelo de Bjorken assume-se que a região central de rapidez extende-se ao 

infinito em ambas direções, desse modo a distribuição g{x,p) resultará em 

~ ~ “ >/p/ + ml)S^(pr)e 
(E.7) 

Inserindo a delta suavizada dada na Eq.(E.2) e o resultado (E.7) acima 

na Eq.(E.3) teremos a seguinte expressão para a integral no espaço de fase: 

/I ,  

d^P d^^x ^yfô{T - Tf)ô{r] - yf)5{E - sjpf -I- ml) x 

X <j2(py^g±Í9.a:g-4/2i4g(p-ír)V2Ap2gg2AxV2 (^.8) 

O argumento exponencial pode ser decomposto como 

Qt 
1 

(fr ± iR^qTf - 
{jpT-KTf , ç^Ao;2 

2E^ 

±i{qrt - qzZ) + 

+ 
2Ap2 2 

{E - Kr)^ - {Pz - Kzf 
2Ap2 

Com as coordenadas (E.5) encontraremos que 

(E - Krf - {Pz - Kz)^ = -m„{mT,cosh{y-yi) + mT2COsh{y-y2)) 

+ ml + + Kt 

i{qrt — qzz) = ÍT{qr cosh p — qz sinh p) 

= ÍT{mri cosh(yi - p) - mxz cosh(?/2 - p))- 
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Assim, escrevendo d'^x e d^p como dj^rTdrrdy] e (fprdEEdy, respectivamente, na 

Eq.(E.8) surgirá, por causa das funções delta dentro da integração, um termo expo- 

nencial de argumento 
^ q‘^Ax‘^ rríí + 

-f + 
2 2Ap2 

que não é afetado pela integral que restou em dy, cujo funcional exponencial tem 

como argumento a expressão 

rriT, 2Ap2 
± ÍTf cosh(y -yi) + rriTi 

2Ap2 
TÍTf cosh(?/ - y2). 

Substituindo essa expressão por — cosh(í/ — y'), teremos as relações 

—zf2 cosh y' = tuti 

-zfa sinh y' = mr, 

de onde encontramos 

±2 
^12 = 

m. 

2Ap2 

m 

V I • 

± ÍTf 
2Ap2 

cosh yi + niTi 

sinh yi + mra 

2Ap2 

^7T 
2Ap2 

=F ir/ 

T*r/ 

cosh í/2 

sinh 1/2 

m. 
t2 

2Ap2 ^(rriTi +171x2) ± - rriT^) 

(E.9) -2mT,mT2 [1 - cosh(i/i - 1/2)] 

Com a substituição feita, a integral que restou em dy toma a forma 
/CX5 

dy e-"i2cosh(s,-s,') ^ 2ATo(4) 
-00 

onde Kq é a função de Bessel modificado de ordem zero. Temos utilizado a pro- 

priedade 
/rV p A'\ ^ 

K^(r) = ^ 
r(^ + i) Jo 

Desse modo a Eq.(E.8) torna-se 

D^{±q,K) oc {^)e-RyS/^W^-V^HK+K^)/2Ap^Ko{z^2)- 
(ty 

Em particular, quando escolhemos ki = k2, isto é, ç = 0, encontramos 

,dN, 

(E.IO) 

D^(0,ki)oc{—)e</‘'’’"K„(zi) (E.ll) 

com 

Zi = JK 
Ap2 

Desse modo, a função de correlação em (E.l) adquire a forma 

Ca(9, AT) = 1 + 
A^o(2:i)A^o(-22) 

(E.12) 
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F.l Estimativa da integral / = / jâj (§) 

A expressão da média da seção 5.3 tem a forma 

{/{Kr, Ap, Ax)) = j dy 
dn dn 

_^y + Kf + ml\ KrdKr 
/oo roo 

dqi / dqrQT [C'a(çt,9l) - 1] 
-oo JO 

(F.l) 

Para termos uma idéia, ainda que apenas qualitativa, do comportamento de (/) 

com Kt e comparar com um ajuste experimental para (dn/dy) e ajustes discutidos 

por Heinz [24, 25], é necessário estimar a integral em dy. 

Para estimar a integral I = (^)> utilizar os dados publicados 

pela colaboração E802, predecessora da E859, correspondentes à reação Si 4- Au a 

14.6 AGeV [27]. 

F.1.1 

Nessa colaboração, a curva em (dn/dy) para 7r+ e tt é ajustada por: 

dn 
— (X (x + X ^ + 0.5) e 
dy ^ > 

(p.849) 

771 
sendo ^ = ~Y cosh(y - yo); ~ 160 MeV; yo = 1-46 

e o intervalo onde há pontos corresponde a 0.86 < ytah — Uq < 2.06. 

Então, será Ki = Mtsinhy (sendo y — y — yo), 

I = rdy (Pl , ^ ^ rdy (^ 
70.86 \dyj ^ml + Kl + K/ Mt Jo.se V^2// ^1+^ 

^ r2.06 ^ /^\ 1 _ 

Mt Jo.se \dyJ cosh(y — yo) Mt \dy J 

sinh^ y 

y=yo 

(F.2) 
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De acordo com a ref. [27], _ w 16 e escrevemos Ki = Mt sinhy no referen- 

cial onde o espectro é ajustado. Desse modo, a expressão (F.l), para a função de 

correlação tipo gaussiana, pode ser escrito com a estimativa acima, como 

{f{Kr,Ap,Ax)) = 
22 dn 

Mt KxdKx 

22 dn 

/oo roo 
dqi / dqrqr e 

-00 JQ 

r dqi r dqrqr 
J—oo Jo + ml KrdKr 

Utilizando o espectro gaussiano com pacotes de onda, temos 

22 0F e-^T/2(P|+m.T^) 
{f(Kr, Ap, Ax)) = 

Mr 2 + m,Tj)' 

Para o espectro exponencial com os pacotes, 

-< 22 o-Kr/Tf 
U{Kr,Ap,Ax)) = —— 

e para o espectro exponencial sem pacotes, 

22 
{/{Kt)) = 

Mt 2 R^RiTf' 

(F.3) 

(F.4) 

(F.5) 

(F.6) 

(F.7) 

F.1.2 

Para o modelo K-G, aproximamos a distribuição (dn/dy) (que, de acordo com 

os dados, é próxima a uma gaussiana) por uma distribuição tipo platô, com altura 

11 - 12, 

de modo que a integral de Ikg^ resultará em 

dn 

dy 

r2.06+j/o 

“ Le+,0 ^ ‘ 12)arctgh[sinh!/'li:i. (F.9) 

Essa aproximação, porém, é ruim, pois não reflete o comportamento dos dados. Em 

decorrência, vemos o valor obtido é grande demais comparado com o valor estimado 

« 22, não podendo ser considerado como exemplo. 

)f2.06 
« (11 - 12) / 

Jo.86 

dy 

86 cosh(y - yo) 
(F.S) íKG 

r2.06 

Jo.86 

dy 

.86 cosh(?/ - yo) 
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