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Resumo 

Apesar de toda a glória e beleza atribuídas à teoria da gravitação de Einstein, 

ainda pairam diversas dúvidas sobre a exata natureza de seus fundamentos. Du- 

rante os seus quase 90 anos de existência, nunca se chegou a um consenso sobre os 

princípios que a fundamentam. Neste trabalho, não temos a pretensão de resolver ou 

esclarecer essas controvérsias históricas, mas sim, por meio da teoria matemática de 

fibrados, apresentar uma nova base para a teoria da gravitação. Em outras palavras, 

introduziremos um princípio de gauge que resulte numa formulação clara e precisa 

da gravitação, eliminando dessa forma os problemas conceituais existentes. Um dos 

resultados centrais deste trabalho afirma que o grupo de simetria local que governa 

a interação gravitacional é o grupo de Lorentz. Segundo o princípio de gauge cor- 

respondente, o campo fundamental da gravitação não é a métrica ou a tetrada, mas 

a conexão de spin, o que está em completo acordo com as outras teorias de gauge 

cujos campos fundamentais são conexões em fibrados. Mostramos então que a pres- 

crição de acoplamento minimal obtida da derivada covariante de Lorentz coincide 

com a prescrição de acoplamento minimal da formulação tradicional da relatividade 

geral. Em seguida, exploramos alguns aspectos das leis de conservação da teoria sob 

o ponto de vista do formalismo de gauge. 

Palavras Chaves: Simetrias, Teorias de Gauge, Gravitação 

Áreas do conhecimento: 1.05.01.03-7, 1.05.03.01-3 
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Abstract 

In spite of all glory and beauty attributed to the Einstoin’s theory of gravitation, 

many doubts persist about the exact nature of its foundations. Aftor almost 90 

years, we have not reached a consensus about tlu' principies that underly Einsteiirs 

theory. In this work, we do not have the pretension of solving or clarifying that 

historical controversies, but, through the mathematical theory of fiber bundles. to 

present a new basis for the theory of gravitation. In other words, we are going 

to introduce a gauge principie that allows a precise and clear formulation of the 

gravitation, avoiding in this way the existing conceptual problems. One of the main 

results of this work is that the local symmetry group that rules the gravitational 

interaction is the Lorentz group. According to the corresponding gauge princii)le, 

the fundamental field of the gravitation is not the metric or the tetrad. but the spin 

connection, which is in agreement with the other gauge theories whose fundamental 

íields are connections in fiber bundles. We have also shown that the minimal coupling 

prescription obtained from the Lorentz covariant derivative coincides exactly with 

the usual minimal coupling prescription of general relativity. Finally, some aspects 

of the conservation laws under the viewpoint of the gauge formalism are analyzed. 
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Capítulo 1 

Introdução 

Apesar de toda a glória atribuída à teoria da relatividade geral de Einstein, não 

temos, mesmo depois de seus quase 90 anos de existência, um consenso sobre a 

exata natureza de seus fundamentos. Embora alguns dos princípios da relatividade 

geral apresentados por Einstein, ou que passaram a ser atribuídos a ele, tenham tido 

uma aceitação quase universal, jamais permaneceram totalmente livres de críticas. 

Algumas vozes dissidentes chegaram a afirmar que, por exemplo, Einstein enganara- 

se sobre as idéias fundamentais de sua própria teoria e que os princípios básicos 

propostos por ele eram simplesmente incompatíveis com a sua teoria. 

O que era exceção passou a ser quase unanimidade. Muitos livros-textos mais 

recentes sobre o assunto não fazem qualquer menção aos princípios listados por 

Einstein. Outros, apresentam esses princípios como idéias de importância puramente 

histórica na formulação da teoria. O próprio nome “relatividade geral” é hoje em 

dia freqüentemente evitado em favor de, por exemplo, “teoria da gravitação de 

Einstein”. 

O ponto de maior controvérsia tem sido a interpretação do princípio de relativi- 

dade dada por Einstein. A sua teoria de gravitação efetivamente estende o princípio 

de relatividade de movimentos inerciais para movimentos acelerados como Einstein 

queria? E esta extensão é obtida como conseqüência da covariância geral de suas 

leis? Usualmente admite-se que a teoria da relatividade especial satisfaz o princípio 

de relatividade de movimentos inerciais simplesmente porque ela é covariante de 

Lorentz: suas leis permanecem as mesmas em forma sob qualquer transformação 

de Lorentz das coordenadas do espaço-tempo. Já a teoria geral é covariante geral: 

suas leis não mudam sob uma transformação arbitrária (geral) das coordenadas do 

espaço-tempo. Mas esta propriedade formal permite à teoria de fato estender a re- 

latividade de movimento para movimentos acelerados? Poucos autores duvidaram 

disso nas primeiras décadas da relatividade geral, mas hoje em dia, estamos bem 

longe da unanimidade. 
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Por exemplo, em 1917, Kretschmaiin [1] arguiiKuitou que a amiriâiicia geral não 

possuía conteúdo físico real e que não existia a suposta extensão do princípio de rela- 

tividade. Disse ainda que encontrar uma formulac;ão covariante geral de uma teoria é 

apenas um desafio à engenhosidade do teórico. Tal i)remissa ganhou cada vez mais 

apoio à medida que foram desenvolvidos métodos matemáticos mais sofisticados. 

De fato, atualmente é possível dar sem maiores rlificuldades formulações covariantes 

gerais para a relatividade especial e para a teoria de espaço-teinpo newtoniana. 

Para muitos, entretanto, a simples rejeição das idéias de Einstein não parecia 

ser a melhor saída. Empregou-se então muita energia na tentativa de encontrar 

maneiras de colocar em patamares distintos a covariância geral da teoria de Einstein 

e a covariância geral de outras teorias, como por exemplo as mencionadas acima. A 

mais bem-sucedida dessas tentativas é devida a Anderson [2] e é baseada na distinção 

entre objetos absolutos e dinâmicos. A relatividade geral satisfaz o “princípio de 

invariância geral” de Anderson; a teoria não emprega qualquer objeto absoluto não- 

trivial. Segundo Anderson, este princípio nos dá a interpretação mais precisa e 

correta das idéias sobre covariância geral de Einstein. 

1.1 Covariância de Lorentz e a Relatividade de Movimento 

Inercial 

A noção de covariância de uma teoria tornou-se proeminente em físic;a depois que 

Einstein publicou seu célebre artigo de 1905 sol^re a relatividade especial. O ob- 

jetivo do artigo era restaurar o princípio de relatividade de movimento inercial na 

eletrodinâmica. Antes da introdução das idéias da relatividade especial, a teoria 

apresentava um referencial de repouso preferido, embora todos os experimentos fa- 

lhassem nas tentativas de detectá-los. Tal referencial d(; repouso também não podia 

ser obtido como conseqüência observacional da eletrodinâmica. Como é bem conhe- 

cido, a solução de Einstein não foi modificar a eletrodinâmica, mas as próprias noções 

de espaço e tempo. Ele construiu uma teoria em que sistemas de referência iner- 

ciais eram relacionados por transformações de Lorentz. Se um referencial inercial 

tem coordenadas cartesianas espaciais (.x, y, z) e tempo t e um segundo referencial 

movendo-se com velocidade v na direção x tem coordenadas espaciais (Cy, C) e 

coordenada temporal r, então, sob a transformação de Lorentz, 

^ = ^{x-vt) T = j(t - vx/c^) 7/ = y Ç = (1.1) 

onde 7 = (1 — e c é a velocidade da luz. Até então, a teoria clássica usava 

a transformação de Galileu 

^ = X ~ vt T = t I] = !J Ç = (L2) 
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Selecionando leis de transformação convenientes para o campo e outras quantidades, 

Einstein foi capaz de mostrar (pie as leis da eletrodinâmica permaneciam as mesmas 

sol) transformações de Lorentz. Ou seja, elas eram covariantes de Lorentz. Por- 

tanto, no espaço-tempo da relatividade especial, eletrodinâmica não poderia tomar 

qualquer sistema de referência inercial como preferido. Qualquer referencial inercial 

era completamente equivalente dentro das leis da teoria. Eletrodinâmica era agora 

compatível com a relatividade de movimento inercial. 

A lição do artigo de 1905 de Einstein era simples e clara. Para se construir uma 

teoria física relativística, isto é, uma teoria que satisfaz o princípio de relatividade 

de movimentos inerciais, é suficiente assegurar que ela possui uma propriedade for- 

mal particular: suas leis são covariantes de Lorentz. Desde então covariância de 

Lorentz e obediência ao princípio de relatividade de movimentos inerciais tornaram- 

se sinônimos. 

1.2 Fundamentos da Relatividade Geral “segundo” Einstein 

Durante o processo de construção da relatividade geral, e mesmo depois, Einstein 

fez diversos relatos sobre os fundamentos de sua teoria. No entanto, eles não eram 

compatíveis e por isso é impossível reunir todas as idéias de Einstein numa descrição 

coerente dos fundamentos da relatividade geral. Somente é viável, portanto, uma 

descrição histórica da evolução do pensamento de Einstein sobre o tema. Como esta- 

mos mais interessados no ponto de vista que passou a ser rotineiramente atribuído a 

Einstein, discutiremos apenas o que julgamos relevante para entendê-lo. A descrição 

histórica precisa pode ser encontrada no artigo de Norton [3]. 

Ao desenvolver a relatividade geral, Einstein esforçou-se para satisfazer vários 

requisitos. Entretanto, um único tema foi preponderante em sua pesquisa: co- 

variância. Para Einstein a tarefa a ser cumprida era expandir a covariância da 

relatividade (restrita) para além da covariância de Lorentz, pois imaginava que com 

isso estenderia automaticamente o princípio de relatividade para movimentos ace- 

lerados. Tendo em mente o princípio de equivalência, na forma em que assegura a 

equivalência entre aceleração uniforme e um campo gravitacional homogêneo, pare- 

cia evidente para Einstein que uma teoria que implementasse esse princípio de rela- 

tividade generalizado seria necessariamente uma teoria de gravitação. 

Durante o processo de construção de sua teoria, Einstein nem sempre considerou 

o requerimento de covariância geral como sendo necessário para a generalização do 

princípio de relatividade. Com efeito, o próprio Einstein apresentou um argumento 

(o argumento do buraco) que condenaria quaisquer equações de campo gravitacional 

covariantes gerais como fisicamente desinteressantes. Por fim, Einstein retornou à co- 
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variância geral não pela necessidade de introduzir uma generalizacjão do princípio de 

relatividade, mas para resolver uma “complicação” (pie surgia ao s(’ utilizar sistcunas 

de referência acelerados em relatividade ('special. Nesses referenciais, ein particular 

referenciais em rotação, a geometria deixa de ser euclidiana e reUigios atrasam de 

modo dependente de sua posição. Em conseqüência, iião se i)ode definir facilmente 

sistemas de coordenadas no espaço-tempo através das operaç(')es familiares usando 

barras e relógios padrões. Além disso. Einstein nunca pretendeu cpie a generalização 

do princípio de relatividade para movimentos acelerados conduzisse necessariamente 

à covariância geral. Com efeito, seguindo a analogia com a covariância de Lorentz, o 

princípio de relatividade generalizado exigiria uma extensão da covariância da teo- 

ria que incluísse referenciais em estados de movimento arbitrários. Mas covariância 

geral faz muito mais do que isso pois inclui transformações que não têm nada a ver 

com mudanças de estados de movimento, tais como transformações entre sistemas 

de coordenadas espaciais cartesianas e polares. Além disso, como o pró])rio Ein- 

stein indicou, ele se sentiu obrigado a aceitar um grupo maior de transformaç(')es 

simplesmente porque não conseguiu encontrar uma maneira natural d(' restringir os 

possíveis sistemas de coordenadas do (^spaço-tempo. 

1.3 Covariância Geral tem Significado Físico? 

Como dissemos anteriormente, as primeiras críticas ao princípio de covariância geral 

de Einstein foram as de Kretschmann. Basicamente, o (pie ele dizia (ua (pu' devia 

haver algo a mais para um princípio de relatividade que mera covariância geral, 

pois ele argumentava que podemos tomar quakpier teoria e reformulá-la de modo 

covariante sob qualquer grupo de transformações escolhido: o problema nâo é físico, 

mas meramente um desafio a nossa engenhosidade matemática. Em poucas palavras, 

covariância geral não tem significado físico. 

Einstein teve pouca escolha e acabou por aceitar o jxrnto de Kretschmann. No 

entanto, ele tentou salvar alguma coisa da conexão especial entre covariância geral 

e relatividade geral na heurística da teoria. Para Einstein. de dois sistcmias teóricos 

compatíveis com a experiência, aquele que deve s('r preferido é o que for mais sinii)les 

e transparente sob o ponto de vista do cálculo diferencial absoluto [4]. Estava 

convencido de que, por exemplo, se tentássemos dar uma formulação covariante geral 

para a mecânica gravitacional newtoniana certamente chegaríamos à conclusão de 

que o princípio a exclui, se não teoricamente, mas jiraticamente. 

Como indicou Norton [3], a ênfase contínua ao ])rincípio de covariância geral 

dada por Einstein, mesmo depois da concessão ao i)onto de Kretschmann. pode 

ser melhor compreendida se levarmos em conta a proclamação d(' Einstíán na sua 
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famosa Herbert Spencer lecture de 1933, que revelou uma metafísica que não estava 

presente, pelo menos não de forma explícita, nos escritos de Einstein de 1918: 

Ouj‘ experience hitherto justifies us in believing that nature is the real- 

ization of the simplest cunceivable mathematical ideas. I am convinced 

that we can discover by means of purely mathematical constructions the 

concepts and laws connecting them with each other, which furnish the 

key to the understanding of natural phenomena... the Creative principie 

resides in mathematics. 

Então, para Einstein, podemos reconhecer a verdade de uma teoria em sua simplici- 

dade matemática. E ao invés de não ter conteúdo físico, pelo contrário, covariância 

geral seria a linguagem correta para expressar a simplicidade que procuramos. 

O desafio proposto por Einstein em 1918 com o objetivo de resguardar um lugar 

especial para a covariância geral em sua teoria de gravitação, o de encontrar uma 

formulação covariante geral para a mecânica gravitacional newtoniana, não demorou 

muito a ser vencido. Cartan [5] em 1923, e Friedrichs [6] em 1927 apresentaram 

suas formulações. Assim, embora Einstein estivesse errado ao acreditar que tais 

formulações covariantes gerais se revelariam uma impossibilidade na prática, ele 

estava certo num ponto — tais formulações covariantes gerais eram muito mais 

complexas que a relatividade geral. 

Com a evolução dos métodos geométricos foi possível fornecer de maneira muito 

menos laboriosa formulações covariantes gerais para diversas teorias físicas. Com 

isso, tornou-se cada vez mais evidente que, de fato, covariância geral sozinha não têm 

conteúdo físico, e para adquiri-lo, ela deve, segundo Einstein, ser suplementada com 

o requerimento de que as leis da natureza tomam formas simples. Tal requerimento 

é, para dizer o mínimo, um pouco vago. Afinal, quais são os critérios que devemos 

usar para julgar qual de duas teorias é a mais simples? Claramente, a idéia é 

polêmica e, como já podíamos esperar, gerou um grande debate e uma variedade de 

opiniões na literatura (veja [3]), mas sem chegar a algo realmente conclusivo. 

1.4 Princípio de Equivalência como um Princípio de Co- 

variância 

Podemos encontrar no livro The Meaning of Relativity [7] de Einstein uma descrição 

do princípio de equivalência. Nesta descrição, bem típica dos escritos de Einstein, 

considere que K denota um sistema inercial e que K' denota um sistema de coor- 

denadas uniformemente acelerado com respeito a K. Então, depois de verificar que 
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massas livres em K' são aceleraladas "como se um campo gravitacionai estivesse 

presente e K' não estivesse acelerado, Einstein ('screve (pág. 57-8): 

... there is nothing to preve.nt our conceiving this gravitational fidd as 

real, that is, the conception t.hat K' is “at rest/' and a gravitational field 

is present we can consider as equivale.nt to the conception tliat only K is 

“allowable” system of co-ordinat.es and no gravitational field is present. 

The assumption of the complete physical equivalen.ee of systerns of eoor- 

dinates, K and K', we call the “principie of equivalence”; ...(it) signifi.es 

an extension of the principie of relativity to co-ordinate syste.m.s whieh 

are in non-uniform motion relatively to each other. In fact. through this 

conception we arrive at the unity of nature of inertia a.nd gravitation. 

O nome de Einstein, entretanto, é quase sempre associado a um princípio l)astante 

diferente, um tipo de “princípio de equivalência infinitesimal”. Uma formulação 

canônica é dada por Pauli [8]: 

For every infinitely small world region (i.e. a xvorld region whieh is so 

small that the space- and time-variation of gravity can he negleted in 

it) there always exists a coordinate systern A'o(A'i. A"2, A'’3. A',)) in xvhieh 

gravitation has no influence either in the rnotion of particles or any other 

physical process. 

A idéia chave aqui é que, ao tomar-se uma região suficientemente jieqiuuia do ('spaço- 

tempo, um campo gravitacional a,rhitrário torna-se homogêneo e pode ser eliminado 

por uma escolha conveniente de sistemas de coordenadas. 

Ao contrário de muitos autores, Pauli reconhece rpie a sua versão infinitesimal do 

princípio de equivalência difere da versão de Einstein. (' ainda sugere (pie. emiuanto 

o princípio de equivalência de Einstein aplica-se somente a campos gravitacionais 

homogêneos, a sua versão vale no caso “geral”. Ent retanto. como Norton [.8] explica, 

as diferenças são maiores do que Pauli imaginava, basicamente j)or três ra'/(5('s: 

• O princípio de equivalência de Einstein era um, princípio de eovarúhieia. 

A relatividade especial exigia a completa equivalência física de todos os sistemas 

de coordenadas inerciais; para Einstein, a relatividade geral exigia a equivalência 

física completa de todos os sistemas de coordenadas. C) i)rincípio de ('(piivalência 

de Einstein exigia a equivalência física de um conjunto de sistemas de coordíuiadas 

de tamanho intermediário: sistemas de coordenadas inerciais mais sistemas de co- 

ordenadas acelerados. Ou seja. o princípio de etiuivalência de Einstein estende a 
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covariância da relatividade especial, a covariância de Lorentz, mas não chega à co- 

variância geral. Logo, para Eiiistein, o princípio de equivalência era um princípio de 

relatividade intermediário entre o princípio de relatividade da relatividade especial 

e o da relatividade geral. 

O princípio de equivalência infinitesimal determina que um espaço-tempo da 

relatividade geral com um campo gravitacional arbitrário é, em algum sentido, lo- 

calmente (ou seja, em regiões infinitesimais) como o espaço-tempo da relatividade 

especial. A versão de Einstein do princípio de equivalência não pode ser utilizada 

com tal função, uma vez que trata-se de um princípio de covariância. Sendo assim, 

ela foi restringida de duas formas relacionadas: 

• O princípio de equivalência aplica-se apenas à relatividade especial. 

Ou seja, o sistema de coordenadas inercial K da formulação de Einstein do princípio 

não é algum tipo de sistema de coordenadas em queda livre da relatividade geral. Ele 

é apenas um sistema de coordenadas inercial da relatividade especial. Portanto, os 

sistemas de coordenadas K e K' são ambos sistemas de coordenadas de um espaço- 

tempo de Minkowski. Por causa disso, parece natural considerar que a versão de 

Einstein do princípio de equivalência funciona apenas dentro do domínio da rela- 

tividade especial, embora essa não seja a opinião de Einstein. Ele aparentemente 

considerou que a relatividade especial suplementada com o princípio de equivalência 

tinha mais conteúdo físico que a relatividade especial sozinha [3]. A teoria suple- 

mentada tinha uma covariância expandida e lidava como um novo tipo de fenômeno, 

os campos gravitacionais homogêneos. 

• O princípio de equivalência de Einstein não era uma prescrição para eliminar 

campos gravitacionais arbitrários; ele era apenas uma maneira de criar um 

tipo especial de campo gravitacional. 

De fato, o princípio de equivalência de Einstein era uma receita para criar um 

campo gravitacional homogêneo: basta passar para um- sistema de coordenadas uni- 

formemente acelerado. O princípio de equivalência infinitesimal dá uma receita 

para eliminar um campo gravitacional arbitrário: primeiro o tornamos homogêneo 

ao passar para uma região infinitesimal do espaço-tempo e depois o eliminamos 

pela transformação inversa do princípio de Einstein. Einstein repetidamente insis- 

tiu que seu princípio de equivalência não permitia eliminar campos gravitacionais 

arbitrários, mas apenas aqueles produzidos por campos gravitacionais de um tipo 

especial, aqueles produzidos pela aceleração do sistema de coordenadas. 



1.5 Seria a Covariância Geral um Princípio de Relativi- 

dade? 

Além das afirmações de que o princípio de covariância geral não possuía significado 

físico, também surgiram críticas em torno da idéia de Einstein de (pie covariância 

geral correspondia a uma generalização do jjrincípio de relatividade i)ara movimentos 

acelerados. Por exemplo, o eminente relativista Fock [9] ('screveu; 

The fact that the theory of graxntation. a theory of such arnaziny depth. 

beauty and cogency, was not correcfly understood by its nuthor. shnuld 

not surprise us. We should also not be í^arpri^ed, at the gaps in logic. 

and even errors, which the nuthor permitted, hirnself when he dr.rived. the 

basic equations of the theory. In the history of phyfiics we have rnany 

examples in which the underlying significance of o. fundarnentally nrw 

physical theory was realized not by its nuthor but hy somc.body else nnd 

in which the derivntion of the bnsic equations proposed by the nuthor 

proved to be logically inconsistent. It is sufficient to point to MaxweWs 

theory of eletromagnetic field... 

Synge [10], outro eminente relativista. foi ainda mais duro: 

... the general theory of relativity. The narne is repelle.nt. Relativity'^ I 

have never been able to understand what that word rneans in this connec- 

tion. I used to think that this was my fault, some flaw in my intelligence, 

but it is now apparent that nobody ever understood it. probnbly not even 

Einstein hirnself. So let it go. What is before us is Einstein s theory of 

gravitation. 

Para Fock e outros, um princípio de relatividade é uma declaração de uniformi- 

dade do espaço-tempo. Logo, a relatividade especial admite um princípio de rela- 

tividade por causa da uniformidade do espaço-ternix) de Minkowski. .lá os ('spaços- 

tempos da relatividade geral manifestam uniformidade apenas em regiões infini- 

tesimais, por isso chamar a teoria de Einstein de “relatividade geral” ou “teoria da 

relatividade generalizada” é, na opinião de Fock, simifiesmente incorreto. S('gundo 

estes autores, dois grupos estão associados à formulação de uma teoria: seti grupo 

de covariância, o qual caracteriza aspectos puramente formais de sua formulação, 

e seu grupo de simetria, o qual caracteriza um fato físico, o grau de uniformidade 

do espaço-tempo, uniformidade esta que permite à reoria satisfazer um princípio de 

relatividade. Na transição de uma formulação covariante de Lorentz da relatividade 
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especial para urna forniulagão covariaiite geral da relatividade geral, o grupo de co- 

variâiicia é expandido. Mas isto é apenas um acidente de formulação. O grupo de 

simetria é na verdade reduzido do grupo de Lorentz para o grupo trivial, aquele 

que contém apenas a transformação identidade, no caso geral. Como este grupo 

não está associado a qualquer princípio de relatividade, a transição da relatividade 

especial para a relatividade geral não generaliza o princípio de relatividade, mas 

pelo contrário, elimina-o. 

Cartan [11] encontrou um paralelo entre covariância geral, covariância de Lorentz 

e os princípios diretores das geometrias de Riemann e Klein, respectivamente. De 

fato, o programa Erlangen de Klein caracteriza uma classe ampla de geometrias 

pelos seus grupos associados e define as entidades geométricas estudadas como in- 

variantes desses grupos. O ponto fundamental é que todas as geometrias de Klein 

— euclidiana, projetiva, conforme e outras — são constituídas por um espaço ho- 

mogêneo. Na tradição de Riemann, considera-se também um espaço e um grupo de 

transformações. Só que agora, as entidades geométricas não são mais invariantes das 

transformações, mas invariantes da forma quadrática fundamental (métrica). Como 

conseqüência disso, os grupos associados às geometrias de Klein e Riemann têm 

naturezas bastante diversas. A geometria do espaço-tempo da relatividade especial, 

do modo como foi introduzida por Minkowski, entra na tradição de Klein. Logo seu 

grupo característico, o grupo de Lorentz, está associado à homogeneidade do espaço- 

tempo. A relatividade geral entra na tradição de Riemann e, como conseqüência, 

seu grupo geral de transformações não está associado a qualquer homogeneidade do 

espaço-tempo. 

1.6 Sistemas de Coordenadas Versus Sistemas de Referência 

Em exposições tradicionais de relatividade especial e geral, é costume não distinguir 

duas idéias bem distintas. A primeira é a noção de sistema de coordenadas, ou seja, 

associações suaves e inversíveis de quatro números a eventos numa vizinhança do 

espaço-tempo. A segunda, a noção de sistemas de referência ou referenciais, refere-se 

a um sistema físico idealizado usado para associar tais números. 

Dentro do contexto da relatividade especial, e restringindo-se a apenas sistemas 

de referência em movimento inercial, pouca importância tem a diferença entre um 

referencial inercial e um sistema de coordenadas inercial. Tal circunstância deixa de 

ocorrer, mesmo dentro da relatividade especial, a partir do momento que começamos 

a considerar referenciais em movimento não-uniforme. De fato, isto tornou-se um 

grande problema para Einstein por volta de 1907, quando ele passou a considerar 

sistemas de referência uniformeniente acelerados em sua nova teoria de gravitação. 
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Mais tarde Einstein explicou através de seu famoso experimento fictício {fir.danken) 

do disco em rotação qual era a dificuldade: Coordenadas no es])aço-temi)o perdem 

seu significado métrico imediato tão logo abandonemos os sistemas de coordenadas 

inerciais familiares da relatividade especial. 

Com o advento da relatividade geral, Einstein des(\java considerar referenciais 

em estado de movimento arbitrário. Como ele concluiu ser impratic-ável manter 

qualquer vestígio do sistema físico idealizado do sistema de referência, ('in s(>u lugar, 

ele simplesmente usou sistemas de coordenadas arbitrários. Então, de acordo com 

Einstein, qualquer equivalência estabelecida pela covariância geral para sistemas de 

coordenadas arbitrários também é conferida a sistemas de referência arbitrários e, 

se lembrarmos da conexão entre um sistema de referência e um estado de movi- 

mento, isto é tudo que se precisa para estender o princípio de rcdatividade para 

movimentos arbitrários. Esta conexão é ligeirarnente complicada pelo fato (pie al- 

gumas transformações de coordenadas claramente não relacionam difercnites estados 

de movimento, tais como as transformações entre coordenadas ('spaciais polares e 

cartesianas. Entretanto, algum subgrupo do griqM) de transformações gerais fU' co- 

ordenadas é o grupo apropriado, como o próprio Einstein indicou [12]. 

O tratamento original de Einstein do princípio de relatividadt' em rídativiílade 

especial correspondia ao rt^querimento de que as leis da física têm a mesma forma 

quando expressas em qualquer sistema de coordenadas inercial. Este tipo de for- 

mulação do princípio foi vital no contexto de uma teoria da relatividade especial 

covariante de Lorentz. Mas, como vimos, é bastante difícil sustentar a idéia de que 

invariãncia na forma de leis pode conter quakiuer princípio físico cpiando ('stamos 

preparados para empregar técnicas matemáticas poderosas o suficiente para tornar 

qualquer teoria covariante geral. Sendo assim, faz-se nece.ssário um ('stiido mais 

profundo das noções de referenciais e cciuivalência de referenciais. 

Na tentativa de resolver as arnbigüidades inerentes ao tratamento de Einstein, a 

noção de sistema de referência reapareceu como uma (‘strutura distinta cie um sis- 

tema de coordenadas. Por exemplo, se c:onceberrnos um sistema de refcnencia como 

um conjunto de instrumentos hipotéticos preenchendo o espaço e movendo-sc' com 

velocidades arbitrárias, então a informação mínima necessária a ser obtida do refe- 

rencial é a especificação das linhas de mundo de setis ('lementos. Como conseciüência. 

a definição mais simples de um sistema de referencia arbitrário é que ele é uma con- 

gruência de curvas, ou seja, um conjunto de curvas tal ([uc' todo evento na variedade 

do espaço-tempo está exatamente numa de.ssas curvas. Se a noção de tipo-tempo 

está definida, exige-se também que as curvas sejam tipo-tempo para assegurar que 

elas sejam linhas de mundo de elementos físicos. Existem outras definiç(')c's ('ciuiva- 

lentes de sistema de referência, como por exemplo, um campo vetorial tii)o-tempo 
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clue não se anula em nenhum ponto, ou um campo de tetradas ortonormais sobre o 

espa(,*o-tempo. 

ütilizando-se de formulações precisas de referenciais e equivalência de referenci- 

ais, como as descritas acima, Earman [13], Friedman [14] e Jones [15] foram capazes 

de estudá-las dentro do contexto de várias teorias, incluindo variantes da teoria de 

espaço-tempo newtoniana. Para eles a essência do princípio de relatividade na teo- 

ria especial é a indistingüibilidade de todos os estados de movimento inerciais. A 

teoria da relatividade especial de Einstein de 1905 foi motivada pela constatação de 

que nenhum experimento em mecânica, ótica ou eletrodinâmica poderia revelar o 

movimento da Terra através do éter. Ou seja, espaço e tempo “parecem os mesmos” 

experimentalmente para observadores em estado de movimento inercial. A tarefa de 

Einstein era construir uma teoria em que eles pareciam os mesmos também teorica- 

mente. No caso mais geral, ainda segundo estes autores, um princípio de relatividade 

corresponde ao requerimento de que a transformação de Lorentz mapeia estruturas 

de espaço-tempo permitidas pela teoria em estruturas de espaço-tempo permitidas 

pela teoria. 

essência dos trabalhos de Earman, Friedman e Jones é que relatividade es- 

pecial admite um grupo de simetria não-trivial, o grupo de Lorentz, que mapeia 

sistemas de referência inerciais em sistemas de referência inerciais. Por outro lado, 

os espaçüs-tempos da relatividade geral normalmente não admitem simetrias. Em 

relatividade geral, o análogo mais próximo de referencial inercial é um referencial 

em queda livre, que é representado por uma congruência de geodésicas tipo-tempo. 

Em geral, uma transformação que mapeia um referencial em queda livre em outro 

não é uma simetria da estrutura métrica. Portanto, observadores no primeiro e no 

segundo referencial verão propriedades métricas distintas no espaço-tempo. Logo, 

na concepção desses autores, a indistingüibilidade exigida para a equivalência de re- 

ferenciais não existe e a relatividade não é estendida ao observadores em movimento 

acelerado. Considerar referenciais arbitrários ao invés de referenciais em queda livre 

claramente não muda o resultado. 

1.7 O Princípio de Invariância Geral 

Embora Einstein tenha mudado várias vezes seu ponto de vista sobre os fundamentos 

da sua teoria de gravitação, uma idéia nunca o abandonou: a relatividade geral 

distingue-se de todas as outras teorias anteriores pelo fato dela eliminar um absoluto 

causai, o sistema inercial. Mas não é fácil conseguir uma compreensão exata do 

que Einstein queria dizer com tal noção formulada tão imprecisamente, sem antes 

entender as idéias de Einstein sobre covariância geral. O contexto mais preciso já 
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apresentado que permite dar uma interpretação das preocupações causais de Einstein 

é o de Anderson [2], 

Anderson chama o conjunto de todos os valores possíveis dos objetos geométricos 

de uma teoria de trajetórias possí^ieis cÃnernaticamente. Já aquelas sancionadas pelas 

leis dinâmicas ou equações de movimento, ele chama de trajetórias possíveis dinami- 

camente. A principal novidade do desenvolvimento d(í Anderson é a distinção (uitre 

objetos absolutos e dinâmicos. Esta distinção é usada para colocar o princípio de 

covariância geral em uma forma mais restritiva, chamado de princípio de invarúhicia 

geral. 

A grosso modo, um objeto absoluto é uma (luantidade física que iníiiunicia o com- 

portamento de outras quantidades físicas sem .ser, em contrapartida, influenciada por 

estas quantidades. O valor de tais objetos absolutos é completamente inde[)(uidente 

de quaisquer mudanças na condição da matéria do universo. Por outro lado. obje- 

tos dinâmicos são quantidades físicas que dependem do estado da matéria. Então, 

dada uma teoria física, devemos ser ca{>azes de classificar as quantidadcís (|ue nela 

aparecem em objetos absolutos e objetos dinâmicos. 

A métrica de Minkowski da relatividade especial é um olqeto absoluto. Em 

eletrodinâmica relativística, a métrica de Minkowski afeta o campo d(í Maxwell e 

o fluxo de carga ao determinar, j)or exemplo, (luais são as trajtuórias inerciais das 

cargas. Entretanto, nem o campo de Maxwell e nem o fluxo de carga, os objetos 

dinâmicos da teoria, afetam a métrica de Minkowski. Sí\ja qual for a forma destes 

objetos, a métrica de Minkowski permanece a mesma. Este é o .sentido de influenciar 

sem ser influenciado. Já que a métrica de Minkowski induz os referenciais inerciais 

no espaço-tempo, a indentificação por Ander.son da métrica de Minkowski como um 

objeto absoluto concorda exatamente com a identificação de Einstein dos rehnenciais 

inerciais como objetos ab.solutos. 

Com essa nova terminologia. Anderson é capaz de definir o grupo de simetria, ou 

grupo de invariância de uma teoria, física. Ele é o subgrupo do grupo d(' covariância 

da teoria que deixa invariantes os objetos ab.solutos da teoria. Em particular. s(> não 

há objetos absolutos, o grupo de invariância e o grui)o de covariância coincidem. 

Segundo Anderson, o que Einstein tinha em mente (luando associou o grupo de 

Lorentz à relatividade restrita (! o grupo de covariância geral à ndatividadí' geral 

era o conceito de grupo de simetria, pois um rerjuerimento no grupo de simetria, 

não no grupo de covariância, é a maneira correta de expressar mn ])rincípio de 

relatividade. Mesmo se formularmos nossas teorias de modo covariante geral. (Jas 

continuam a ser caracterizadas pelos seus grupos de simetria. O gruix) de simetria 

da relatividade especial, mesmo se escrita numa forma covariantc' geral, é o grupo 

de Lorentz. A teoria de espaço-tempo newtoniana formulada covariantemente ainda 

12 



tom como grupo de simetria o grupo de Galileu. Já a relatividade geral não contém 

objetos absolutos não-triviais: seu grupo de simetria é o grupo das transformações 

gerais de coordenadas. Então, de acordo com Anderson, o que Einstein realmente 

queria dizer com seu princípio de covariância geral era na verdade o princípio de 

invariância geral. Neste sentido, o princípio de invariância geral corresponde a um 

requerimento de não existência de objetos absolutos, o que dá uma interpretação 

à afirmação de Einstein de (jue covariância geral havia eliminado um absoluto do 

espaço-tempo. 

Embora as idéias de Anderson tenham encontrado uma resposta relativamente 

favorável na literatura, elas não ficaram totalmente imune à críticas. Há basicamente 

duas dificuldades. A primeira é a questão de como definir objetos absolutos de forma 

l^recisa em termos da linguagem geométrica livre de coordenadas. O problema não 

é simi)les e ainda permanece em discussão (veja [3]). A segunda área de dificuldade 

é a falta de justificativa para a necessidade de eliminar objetos absolutos. Supõe-se 

que a natureza detesta coisas que influenciam sem ser influenciadas. Anderson vê na 

natureza uma espécie de “lei de ação e reação generalizada”. Mas o princípio é tão 

vago que não é claro o que ele realmente diz e onde pode ser aplicado. A constante de 

Planck h ou a constante gravitacional G “atuam” na matéria sem sofrer “reação”? 

Com esta imprecisão fica difícil afirmar quando uma lei é verdadeira ou mesmo se 

devemos esperar que ela seja. Portanto, temos dificuldade até mesmo de considerar o 

princípio de invariância geral (ou ainda, o requerimento de não-existência de objetos 

absolutos) como uma premissa que leva a resultados empiricamente confirmados. 

1.8 Fibrados e Gravitação 

Ao menos em princípio, toda teoria de campos física pode ser formulada em termos 

da teoria matemática de fibrados. Sendo assim, podemos pensar na teoria de fibrados 

como a Hngua universalis da física moderna. Mesmo assim, no caso específico de 

teorias de gauge para a gravitação, a estrutura de fibrados parece supérflua devido 

ao que se chama soldagem do espaço base e fibras. Mostraremos que mesmo no caso 

da gravitação, o formalismo de fibrados é mais conveniente, já que, como veremos, 

permite-nos dar uma formulação precisa e uniforme do princípio de gauge e com isso 

resolver problemas conceituais relacionados aos vários princípios de relatividade e 

covariância. Para exemplificarmos esse tipo de construção, consideremos a bem 

conhecida teoria de Maxwell-Dirac. 
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Exemplo: Teoria de Maxwell-Dirac 

Consideremos o campo de Dirac livro ió(x) com a donsidadí* la^raiigiana 

£ D = I'’ (■'■ )(/'7“0a- m) t/> (x), (1.3) 

com a,b,c... = 0,1,2,3 denotando índices do ('spago do Minkowski. A lagraiigiana 

de Dirac livre é invariante sob transformagões do gaugo globais 

tplx) —> ip'{x) — 'iIj(x) —)■ vj'{x) = e~’‘'^i'^{x), (1.4) 

com algum parâmetro de fase constante arbitrário O' e carga q. A corrontíí do Xoothor 

correspondente às transformações (1.4) é dada por 

f = -í/0(.t)7“í/'(.t). (l.õ) 

Ela satisfaz a equação de continuidade, 

5a.f=0, (1.6) 

que expressa conservação de carga. Seguindo o princípio de gaugo. trocamos a 

transformação de gauge global de (1.4) pela corrospondonto transformação do gaugo 

local 

ip{x) —>■ ip'{x) = e*^"^^V>(x), '0(o:) —>• '0'(;r) = (1.7) 

com uma função de fase local o;(.t), isto é. depondonto do espaço-tompo. Isto leva 

ao acoplamento com um potencial do interação 

= -da<y{x), (1.8) 

que por sua vez satisfaz a seguinte lei do transformação 

Aa{x) -> ,4[,(.x) Aa{x) - daCvix). (1.9) 

Aplicando (1.7), (1.8) e (1.9) em (1.3), obtemos a lagrangiana d(' Dirac invariante 

C D — C-D + Cint^ (1.10) 

com o termo de acoplamento 

Crnt = -ja{^)A"{x). (1.11) 

De acordo com o princípio de gaugo, isto podo ser dirotamontc' obtido a partir da 

introdução de uma derivada covariante 

da ^ Da = da - i.qAJx). (].12) 

14 



De fato, aplicando (1.12) em (1.3), obtemos iiovamente (1.10). 

Agora, do ponto de vista de teoria de librados o campo vetorial representa as 

componentes da 1-fornia de conexão de um librado principal U{1). De (1.9) podemos 

construir o correspondente tensor de curvatura 

= OaAbix) - dbAa{x). (1-13) 

Interpretando A„ e Fab como potencial e intensidade de campo da interação eletro- 

magnética, somos encorajados a completar a lagrangiana (1.10) para a lagrangiana 

completa da QED 

^qed = ^'dF^m^ (1-14) 

com o termo do campo de Maxwell livre 

Cm = -^Fabix)F^'’{x). (1.15) 

O acoplamento dinâmico típico de teorias de gauge possui uma estrutura tal 

(}ue dois tipos de equações são produzidos: equações de movimento para os campos 

de matéria (tais como a equação de Dirac que provém de Cq, ou ainda, de -f- 

Cint), bem corno equações de movimento para os campos de interação (tais como 

as ecjuações de Maxwell homogêneas que provêm de Cm e as não-homogêneas que 

provêm de Cm + Cini ). Na estrutura combinada, Aa é o potencial de gauge e Fab a 

intensidade de campo. 

1.9 Gravitaçâo como Teoria de Gauge 

Como sabemos, as interações fundamentais forte e eletrofraca são descritas por teo- 

rias de gauge. Por outro lado, a estrutura de gauge da relatividade geral não é 

tão clara e algumas vezes não muito apreciada [16]. Neste trabalho, ao contrário, 

argumentaremos (}ue a estrutura de librado da relatividade geral é fisicamente rele- 

vante no sentido de que nos permite fornecer uma interpretação precisa de algumas 

questões envolvendo os fundamentos da relatividade geral. 

Adotamos aqui uma idéia de Guttmann e Lyre [17]. Segundo eles, as quanti- 

dades e objetos fisicamente significantes podem ser representados através de funções 

definidas nas fibras (o que não significa que, inversamente, todas as estruturas nas 

fibras são fisicamente relevantes). 

Segundo Trautman [18], uma teoria de gauge é qualquer teoria física de uma 

variável dinâmica que, no nível clássico, pode ser identificada com uma conexão em 

um librado principal. O grupo de estrutura G do librado P é o grupo de trans- 

formações de gauge de primeira espécie; o grupo Q de transformações de gauge de 
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segunda espécie pode ser identificado com um subgrupo do grupo Aut P de rodos 

automorfismos de P. Neste sentido, a gravitagão é uma teoria de gauge: o camiro de 

gauge básico é uma conexão linear u (ou uma conexão intimamente relacionada a 

uma conexão linear). Além de cj, existe um tensor métrico g qu(' funciona como um 

campo de Higgs. A diferença mais importante entre a gravitagão e outras teorias de 

gauge é a soldagem entre o fibrado de referenciais e a variedade base M. A forma de 

soldagem 9 leva à torsão que não possui análogo (un teorias uão-gravitacioiiais. .A,lém 

disso, ela afeta o grupo Ç, que agora consiste de automorfismos do fibrado de refe- 

renciais preservando 9. Este grupo não contém automorfismos além da ideiitidad('; 

ele é isomorfo ao grupo Dif M de todos os difeomorfismos de M. Em uma teoria 

do tipo Yang-Mills sobre o espago-tempo de Minkowski, o grupo Ç é isomorfo ao 

produto semi-direto do grupo de Poincaré p(do grupo de automorfismos verticais 

de P. Em outras palavras, na teoria de gravitagão. o grupo Qq de transformagões 

de “gauge puras” se reduzem à identidade; todos os elementos de Q correspondem 

a difeomorfismos de M. 

1.10 Objetivos do Trabalho 

Como discutido nas seções anteriores, existe até hoje muita controvérsia com relação 

aos princípios que fundamentam a teoria da gravitagão de Einstein. No (uitanto, 

embora longe de chegar a um ponto de vista aceito por todos, a lit(>ratura mais 

recente aponta para alguma forma de princípio de covariância geral e princíjíio de 

equivalência infinitesimal [3]. Uma versão muito i)opular destes princí])ios. na ver- 

dade os identifica; Weinberg [19] define seu princípio de covariância geral como 

segue: 

It States that a physical equation holds in a general gravitationaJ. fieíd. if 

two conditions are met: 

1. The equation holds in thc a,hsence of gravita,tion; that is. it agrr.es 

with the laws of .speeial relativity when the nietric field g^a equals to 

Minkowski T]a0 when the ajfine eonnecUon vanish.es. 

2. The equation is generally eovaria.nt: that is. it preserves its form 

under a general coordinate trmi.sformn.tion x —> x'. 

Como vimos, muitos autores consideram apenas a segunda condigão como sendo o 

princípio de covariância geral, enquanto (pie a primeira se parece com um princípio de 

equivalência infinitesimal. De fato, Weinberg apresenta o seu princípio de covariância 

geral como uma forma alternativa do i)rincí])io de equivalência infinit('simal e mostra 
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como ('le segue do princípio de eíjuivalêiicia. Ele insiste, entretanto, que seu princípio 

de covariância geral não é urn {)rincípio de relatividade como a invariância de Lorentz 

da relatividade especial. 

Neste trabalho, não ternos a pretensão de resolver ou esclarecer as controvérsias 

históricas envolvendo os princípios da teoria da gravitação de Einstein. Ao contrário, 

ignoraremos tais princípios. Por outro lado, baseado na teoria matemática dos li- 

brados, tentaremos encontrar um princípio de gauge que resulte numa formulação 

precisa e clara da gravitação, e dessa forma eliminar os problemas conceituais dis- 

cutidos. Como veremos nos próximos capítulos, nossa conclusão será que o grupo 

de simetria local que governa a interação gravitacional não é o grupo de translações, 

nem Poincaré, nem de Sitter, mas simplesmente o grupo de Lorentz. Em outras 

palavras, mostraremos que a simetria local por trás da interação gravitacional é 

aquela dada pelo grupo de Lorentz. Nesse sentido, uma teoria de gauge para o 

grupo de Lorentz poderia ser, sem dúvidas, chamada de teoria da relatividade geral 

já que ela generaliza, no sentido de tornar “local”, a covariância “global” de Lorentz 

da relatividade especial. 
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Capítulo 2 

Teoremas de Noether: Uma Revisão 

Em 1918, a eminente algebrista Emmy Noether demonstrou dois teoremas [20] ciue 

influenciaram profundamente a física do século 20. Os teoremas revelaram a conexão 

geral entre simetrias e leis de conservação em física. Eles levaram a um entendimento 

muito mais geral e profundo de leis tais como os princípios de conservação de energia, 

momento angular, etc, e também foram imprescindíveis nas grandes descobertas de 

simetrias de campos de gauge do século 20. 

Os teoremas foram descobertos por Noether [21] logo depois que Hilbert encon- 

trou o princípio variacional que fornece as equações de campo da relatividade geral. 

A motivação para a pesquisa de Noether foi o problema da falha de conservação de 

energia local da relatividade geral, que na época preocupava físicos e matemáticos 

tais como Einstein, Hilbert e Klein. 

Em termos gerais, os teoremas relacionam cada simetria da integral de ação de 

um sistema físico com um quantidade física conservada. Como se sabe. simetrias 

são descritas matematicamente por grupos. O primeiro teorema de Noether trata 

da invariância da integral de ação com relação a grupos de Lie de dimensão finita 

(ditos globais ou finitos). .Já o segundo teorema de Noether discute invariância 

em relação a um grupo de Lie de dimensão infinita (ditos locais). Este teorema 

aplica-se às teorias de gauge cpie como sabemos, trabalham com transformações 

cujos parâmetros são locais, ou seja, são funções do espaço-tempo. .A.o gnqKí das 

transformações gerais de coordenadas (difeomorfismos) do espaço-tempo também se 

aplica o segundo teorema de Noether. 

2.1 Identidade de Noether 

Considere a integral de ação 

(2.1) 
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ondí' u -- (u‘) 6 ü campo, = (í-''),// = 0,1,2.3 denota as coordenadas e L é a 

d('iisidade lagrangeana. Então, dadas as transíbrina(;ões de coordenadas e da forma 

do campo: 

.1' —^ — X' + dx. 

a(x) —>■ u'(x') — u(x) + óu(x), 

(lueremos saber como a agão S muda. ou seja, queremos calcular óS. 

(2.2) 

(2.3) 

2.1.1 Variação do volume de integração 

Seja A uma matriz iníinitesimal qualquer e / a matriz identidade. Então 

det(/ + .4) = det = 1 + tr^. (2.4) 

Logo, o jacobiano da transformação de coordenadas x x' = x + 5x, pode ser 

escrito como 

d{x''^,x'\x'‘\x'-^) 

d{x^, x^,x^, x^) 

1 + tr 
fe) 

= 1 + 
d5x^ 

dxf^ ' 

(2.5) 

(2.6) 

e daí 

r/ ' X (Tx. (2.7) 

2.1.2 Variação da forma do campo e das derivadas do campo 

.A. variação devido à mudança na forma dt u é definida como 

ãrt(-'^’) = u'{^) — u{x). (2.8) 

Sendo assim, a variação total de u e a variação na forma de u se relacionam pela 

seguinte fórmula: 
_ I 

Su = óu + ——òx^. (2-9) 
uxf^ 

Note (lue, por defínição, ó e comutam. Logo, 

í(a,.«) = í(o„u) + (2.10) 
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2.1.3 Variação da densidade lagrangeana 

Note que, usando (2.9) e (2.10) obtemos 

p)T nr 
SL = ^ 

dx^ du d[d^a) ' " ' 

dL _ dL- dL du , .. OL 

du d{d^u) 

dL- dL du 
——Sx^ + -^Su + 
dx,i du du dx>‘ 

5x^ + 

9L-. , dL ^ ^ ^ dL ^ „ 
'nTn—\df,{5u) + -r-5x/ , du d[d^,u) 

d{d^,u) 
dfX^hi) + 

dL d{d„u] 

d{d„u) dx^‘ 
óx^^ 

dx>‘^ 

onde ^ é a derivada total de L em relação à coordenada x^. Sendo assim, temos 

ÔL = ÔL+ ^dx\ 

onde 

dxM 

dL-, dL 

d7i d{dfiu) 
0„(6u). 

(2.11) 

(2.12) 

é a variação de L devido às variações na forma de u e d/iU . 

Podemos reescrever 5L de modo a obter uma identidade cjue será útil mais adi- 

ante. De fato, 

6L = 
dL 

du ^ d{dfiu) 

n 

d^{Su) 

dL 
Ô71 dn 

dL 
õu 

E daí. 

onde 

ÔL = ^õu + d. 
õu 

dL 

d(di,:u) 

dL 

Õ7l 

Õ7i du '''d(duU 

(2.13) 

(2.14) 

é a derivada de Lagrange de L em relação a u,. 

2.1.4 Variação da Ação 

Usando os resultados das subseções anteriores, vamos calcular a variação total de S, 

isto é, ôS. Com efeito, 

6S — 6 j L{x)dfx = J L'{x')d.'\r' — J L{x)d}x 

= J[L{x) + SL{x)]d‘^x' — j L{x)d'^x 

= J SL{x)d‘^x' + J L{x)d‘^x' — J L{x)d‘^x 

= J 6L{x)d\r + j L{x)^^d:^x 
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oiidc foi usado na última igualdade a eciuagão (2.7). Agora, usando (2.11) e (2.12), 

vemos (jiie 

6S = J ]^6L{x) + —{x)Sx^ + L{x)—^éx 

Ou seja, a variação total de S é dada por 

—-—-ôu + Lôx^ ) d^x. 
d(df,u) 

(2.15) 

Note (}ue a expressão acima vale seja cjual for a região de integração. Portanto, se 

S é invariante, isto é, se ÔS = 0, obtemos a identidade de Noether 

pendente de ser ou não solução da equação de Euler-Lagrange. Basta que S seja 

invariante. 

2.2 Primeiro Teorema de Noether 

Com o objetivo de obter o primeiro teorema de Noether, supomos nesta seção que 

a ação S é invariante com respeito a algum grupo de Lie Gr de dimensão finita r. 

Consequentemente, podemos escrever as variações de x^ e u do seguinte modo; 

(2.16) 

É importante frisar ([ue a identidade de Noether vale para qualquer u, inde- 

(2.17) 

(2.18) 

onde cj“, a = 1, • • •, r, são parâmetros constantes. Além disso, de (2.9): 

5 a = U)‘^{IaU — XaX^d^ll). (2.19) 

No caso específico das traiislações em ciue 

(2.20) 

são os gerador('s de Gr na forma diferencial, obtemos 

5u = {laU - . 

(2.21) 

(2.22) 
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Agora, substituindo-se as expressões (2.21) e (2.22) na identidade de Xoetlior (2.16) 

chegamos a 

= -a,. ~ ’ (2-23) 

e daí, como os parâmetros u;“ são constantes e pod('m. portanto, serem colocados 

para fora da divergência, obtemos 

- eAu) = (2.24) 

onde 

são as correntes conservadas. 

De (2.24) segue imediatamente o 

Primeiro Teorema de Noether 

Se a integral de ação S é invariante em relação a um grupo de Lie Gr de dimensão 

finita r, então r combinações linearmente independentes de derivadas lagrangeanas 

se reduzem a divergências. 

Observe que o teorema não assume que u é uma solução das equações de Euler- 

Lagrange, ou seja, que SL/Su = 0. Entretanto, neste caso, (2.24) produz as leis de 

conservação diferenciais 

d,fa = 0 a — 1. • • •, r. (2.26) 

Ou seja, as leis de conservação são consequência das equações de campo e não seguem 

diretamente do primeiro teorema de Noether, que meramente relaciona divergências 

e combinações lineares de derivadas lagrangeanas. 

As leis de conservação (2.26) são ditas próprias ou fracas, pois como dissemos, 

são satisfeitas apenas nos extremos. 

Uma observação importante para o que veremos mais adiante é (jue as correntes 

conservadas podem ser reescritas como 

J a 
dL 

d{d,,u) 
hu + a’ (2.27) 

onde 

= d^u 
dL 

d{d^,u) 
LS>\ 

é o tensor energia-momento canônico. 

(2.28) 
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2.3 Segundo Teorema de Noether 

O s('gundü tooreiiia de No(;thei' tem como hipótese que a integral de ação S é invari- 

aut(> com relação a um grupo de Lie de dimensão infinita Goor- Então, se além disso 

assumirmos, como no caso de invariância em relação a Gr, que ôx e óu são lineares 

nos parâmetros uj‘^{x) (agora dependentes do ponto), com a = l,---,r, e em suas 

derivadas, podemos escrever a variação na forma de u do seguinte modo 

du°'{x) 
ôu = u, dfiu)u)‘^{x) + B^‘g^{x, u, d^iu)- 

^x^^ 

Segue-se então (jue 

SL 

(2.29) 

Ou ainda, 
ÓL. 
—òu 
òu 

6L 
(2.30) 

Portanto, ao substituirmos (2.30) e (2.29) na identidade de Noether (2.16) obtemos 

onde O r 
C'‘ = 

(2.31) 

(2.32) 
did.uY 

Se supusermos agora que cu" e suas derivadas são nulas na fronteira de uma região 

il do espaço-tempo, concluímos que a integral do termo do lado direito de (2.31) 

sobre esta região é nula. Logo 

/ hr 
o;“(x)(i‘*a; = 0. (2.33) 

Uma vez que as funções oj“(x) são arbitrárias, a expressão entre colchetes deve ser 

nula. ou seja. 

òu \ òu 
(2.34) 

Com isso obtemos o 

/ 

Segundo Teorema de Noether 

Se a integral de ação S é invaiiante em relação a um grupo de Lie de dimensão 

infinita Goor u transformação induzida pelo grupo envolve apenas os parâmetros 
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do grupo e suas derivadas, então existem r relações de identidade entre derivadas 

lagrangeanas e suas derivadas. 

Note que no caso em que u é um extremo, ou seja. óL/óu = 0. obtemos de (2.34) 

que 

(2.35) 

Mas, ao contrário do primeiro teorema de Noether. as “correntes conservadas"’ 

(2.36) 

são nulas, devido às equações de movimento. 

A corrente (2.36) não coincide, entretanto, com as correntes conservadas forneci- 

das por todos os textos de teoria de gauge. Em geral, os textos de teorias de gauge 

calculam as correntes conservadas considerando apenas invariância em relação ao 

grupo Gr. 

Podemos reescrever (2.34) na forma de uma lei de conservação covariante. Com 

efeito, basta introduzirmos a conexão 

(2.37) 

onde h!’^ é definido pela condição 

= 6\. (2.38) 

Com isso temos 

= 0, (2.39) 

onde 

-\- r,, (2.40) 

é a derivada covariante na conexão P. 

As leis de conservação (2.39) são ditas fortes porque são satisfeitas não apenas 

nos extremos, mas para u arbitrário. São essas as l('is de conservação (pie ocorrem 

tanto nas teorias de gauge quanto na relatividade geral. 

2.4 Relação entre os Teoremas de Noether 

Nosso objetivo nesta seção é entender a relação que existe entre os teoremas de 

Noether provados anteriormente. Suponhamos então que as hiiJÓteses do segundo 

teorema de Noether sejam válidas. Logo. como vimos, vale a equação (2.34): 
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Sondo assim, o lado osíiuerdo da o(iua(,'ão (2.31) c nulo, ou seja, temos 

0 = 
, òu 

(2.42) 

Agoia. se inserirmos C'‘ dada por (2.32), e usarmos a relação 6x^ — a equação 

(2.42) fica 

o{d^u) d{d^u) “(5u 
= 0. (2.43) 

Podemos ainda usar as expressões (2.25) e (2.36) e reescrever a última equação como 

a„ = 0. (2.44) 

Ao tlesenvolver a última expressão, separando os termos envolvendo a;“, derivadas 

primeira de u;“ e derivadas segunda de u;“, obtemos a equação 

/io;“ + l2dn<-o'^ + — 0, (2.45) 

onde 

h = + .PJ, 

h = Pa + ^'a + 
ÕL 

d{d,u)) ’ 

/:( = 
dL 

"d{d,u)' 

(2.46) 

(2.47) 

(2.48) 

.Mas. note que se integrarmos a equação (2.45) sobre uma região suficientemente 

grande do espaço-tempo e utilizarmos a arbitrariedade de nessa região, chegamos 

à conclusão que 7i, p devem ser nulos, bem com a parte simétrica de p‘. 

Segue de 7i = 0 que 

onde 

77" + B‘' — - = 0. 
“c)(c),u) “c/(ô,,u) 

Wa + -n) = 0, 

dL 
fa = Aa + 

é a corrente obtida com o prinuúro teorema de Noether, e 

.//« = — 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 

(2.52) 
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é a corrente obtida com o segundo teorema de Noether. Logo, se u é um extremo, 

isto é, se ÔL/ôu = 0, e consequentemente = 0. obtemos as leis de conservação 

do primeiro teorema de Noether: 

d,ra = 0- (2.53) 

Já de I2 = 0, concluímos que 

fa + J^a = -dAB\- 
OL 

(2.54) 
' d{duu) J 

Ou ainda, usando o fato que a parte simétrica de /a é nula (isto é, equação (2.49)), 

dL 
B'',. 

dL 

d{d,u) ‘^d(d^u) 
(2.55) 

Isso significa que a corrente conservada pode ser escrita como a divergência de um 

tensor anti-simétrico. 
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Capítulo 3 

Gravitação e o Grupo de Simetria Local do 

Espaço-Tempo 

De acordo com a relatividade geral, a descrição da interação de um campo de matéria 

com gravitação exige a introdução simultânea de um campo de tetradas, que é um 

campo relacionado ãs translações, e uma conexão de spin, que é um campo tomando 

valores na álgebra de Lie do grupo de Lorentz. Estes dois campos, entretanto, não 

são independentes. Depois de analisarmos mais profundamente o vínculo entre eles, 

concluímos que o grupo de sinietria por detrás da relatividade geral é o grupo de 

Lorentz local. Além disso, mostramos (}ue a prescrição de acoplamento minimal 

obtida da derivada covariante de Lorentz coincide com a prescrição de acoplamento 

minimal da relatividade geral. Logo, ao invés da tetrada, a conexão de spin é que 

deve ser considerada o campo fundamental representando a gravitação [22]. 

3.1 Transformações de Lorentz como Translações 

O grupo de movimentos do espaço-tempo de Minkowski* é o grupo de Poincaré, que 

nada mais é do que o grupo de dimensão lü dado pelo produto semi-direto entre os 

grupos de translações e Lorentz [24]. Se denotarmos por {x“} (a, 6, c,... = 1, 2,3,4) 

as coordenadas cartesianas do espaço-tempo de Minkowski, e por 

= diag(l,-1,-1,-!)• (3.1) 

seu tensor métrico, uma translação infinitesimal das coordenadas do espaço de 

Minkowski é definida como 

(3.2) 

‘Existem vários grupos de movimento, ou ciriemáticos, que podem ser definidos no espaço- 

tempo. No Apêndice A, estudamos o caso particular de um grupo cinemático caracterizado por 

um valor infinito da constante cosmológica [23]. 
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onde é = e‘^{x) são os parâmetros de translação, (í 

d 
Pr = (3.3) 

são os geradores de translação. Usando estes geradores, a transformação (3.2) pode 

ser escrita na forma 

= e“. (3.4) 

Por outro lado, uma transformação iníinitesimal de Lorentz é definida como 

óix‘^ = (3.5) 

onde são os parâmetros de Lorentz, e 

Lcd = i{xcdd - Xddc) (3.6) 

são os geradores de Lorentz. Usando estes geradores, a transformação (3.5) pode 

ser reescrita na forma 

òj:xf^ = e%x^. (.3.7) 

Uma propriedade interessante da transformação de Lorentz (3.5) é (jue ela pode 

ser reescrita formalmente como uma translação [25]. De fato. usando a forma 

explícita de Lcd, ela se torna 

5lx’^ = íCPcx\ (3.8) 

que é uma translação com 

C = ^^dx‘^ (3.9) 

como parâmetros. Em outras palavras, uma transformação de Lorentz infinitesirnal 

das coordenadas do espaço-tempo é equivalente a uma translação com = 8ix'^ 

como parâmetros da transformação. De fato, esta é uma propriedade dos geradores 

de Lorentz L^h, cuja ação pode sempre ser reinterpretada como uma translação. A 

razão para tal equivalência é simples: o espaço-tempo de Minkowski é transitivo sob 

translações, e portanto, quaisquer dois pontos relacionados por uma transformação 

de Lorentz podem também ser relacionados por uma translação. O inverso, entre- 

tanto, é falso. 

3.2 Quantidades Conservadas 

Como é bem conhecido, as leis de conservação de energia-momento e momento angu- 

lar em relatividade especial estão relacionadas ao grupo de Poincaré, que é o grupo 

de isometria do espaço-tempo de Minkowski [26]. De fato. segundo o t(>orema fie 
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Xoetluu', a iiivariância de um .sisr,('iiia tísico sob translagões no espaço-tempo leva à 

conservação do tensor energia-niornento canônico, enquanto que a invariância sob 

transtbrmações de Lorentz leva ã conservação do tensor momento angular canônico. 

C^uando se passa para a relati\’idade geral, estes tensores são modificados pela pre- 

sença de gravitação. Além disso, a fonte do campo gravitacional, o chamado ten- 

sor energia-momento dinâmico [27], é dado por uma versão simetrizada do tensor 

energia-momento modificado. 

Consideremos a seguinte estrutura. Em cada ponto do espaço-tempo, cujas 

coordenadas nós denotamos por = 0,1,2,3), associamos um espaço 

tangente de Minkovvski em (pie ambos os grupos de Lorentz e de translação atuam 

localmente. Deve-se observar (jue as ações destes dois grupos não estão definidas em 

um espaço-tempo riemanniano curvo [28]. Agora, de acordo com a abordagem de 

t('orias de gauge para a gravitação [29], o campo de gauge relacionado às translações 

corresponde à parte não-trivial do c:anipo de tetradas [25]. Denotando por 

D = B%,P,dx^ (3.10) 

o potencial de gauge translacional, o (jual é uma conexão assumindo valores na 

álgebra de Lie do grupo das translações, o campo de tetradas é escrito como [30] 

c\, = d,x^ + c-'^D\, (3.11) 

onde a velocidade da luz c foi introduzida por razões dimensionais. Sua inversa, 

denotada por e^ci é definida pelas relações 

e\é\: = S\ e c oC- 
p 1 (3.12) 

(‘ é dada por uma série infinita: 

eC- = drx>^ - + (3.13) 

Às vezes, a tetrada é considerada o campo de gauge translacional. Entretanto, isto 

não é correto {)orque, além de não ser uma conexão, ela não possui as dimensões 

corretas para representar um potencial de gauge translacional. 

Por outro lado, o campo de gauge relacionado às transformações de Lorentz é a 
O 

conexão de spin A“6/í, uma conexão assumindo valores na álgebra de Lie do grupo 

de Lorentz. Sua forma explícita é [31] 

-V6„ = c“, + f(3.14) 

onde é a conexão de Levi-Civita da métrica sendo V/i a correspondente 

derivada covariante. As métricas riemanniana e de Minkowski estão relacionadas 
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por 

(3.15) ^ ^ ^ ^]ah‘ 

Vamos agora considerar um campo de matéria ^ com a açáo funcional 

S - j C rf'.r = - j L \/^ (/'.r, (3.16) 

onde g = det(5^^^). De acordo com o teorema de Noether, o tensor energia-rnomeuto 

dinâmico do campo de matéria — isto é, o tensor que aparece como fonte no lado 

direito das equações do campo gravitacional é dado por 

d" 5C 

e ' 
(3.17) 

onde e = det(e“^) = \/^. Como a tetrada é linear no campo de gauge translacional 

a derivada funcional em relação a pode ser escrita também como uma 

derivada funcional em relação a e“,i, 

1 ^ 

e 
(3.18) 

que é a forma que usualmente aparece na literatura [19]. Por outro lado. o tensor 

momento angular do campo de matéria é 

J^ab = -   
e ^^ab 

(3.19) 

É importante observar que, como o tensor energia-momento dinâmico 

automaticamente simétrico, 
» O o . ^aX q^fj. _ ^afi /y-A 

(3.18) é 

(3.20) 

o tensor momento angular total — ou seja, orbital mais espinorial — é dado por 

[19, 27] 

J\b = XaV\-x,f^,. (3.21) 
O O 

Vemos desse modo que T^a e J^ab não são tensores independentes. Com efeito, 

dado o tensor energia-momento, a expressão para o tensor momento angular segue 

imediatamente. 
O O 

Que T^a e J^ab não são tensores independentes não é nada surpreend(uite. uma 
O 

vez que o potencial de gauge translacional e a conexão de spin ,4“ ,, também 

não são independentes, como pode ser visto da Eq.(3.14), que dá a conexão de spin 
O 

em termos do potencial de gauge translacional B°'^,. A razão física para esta 

dependência é que ambos B°‘^^ e .são produzidos pelo mesmo campo gravita- 

cional. 
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Quer('iiios encontrar agora a rela(,-ão inversa, ou seja, uma expressão para 
O 

eni termos de Comparando as expressões (3.17) e (3.19) com (3.21), obtemos 

iinediatamente que 

= (3.22) 

De fato, de (3.19) e (3.17) segue que 

T^c 
SB% 

(3.23) 

Acontece cjue logo de (3.22) 

á.4"V 

(3.24) 

Substituindo em (3.23), obtemos exatamente a expressão (3.21) para o momento 
O 

angular J>^ab- 

3.3 Prescrição de Acoplamento Minimal 

Quando considera-se transformacjões de coordenadas, somente os geradores Pa e Lab 

devem ser levados em conta. Entretanto, no estudo do acoplamento de um campo 

de matéria geral com gravitação, outras representações dos geradores de Lorentz 

aparecem. Por exemplo, sob uma transformação de Lorentz de espaço tangente 

local, um campo de matéria geral 'I' transformar-se segundo [32] 

= '&'(2-) - 'L(x) = ^ e“^/a6'L, (3.25) 

onde Jab é um gerador aproitriado de transformações de Lorentz infinitesimais. A 

forma mais geral de Jab é 

Jab - Lab + Sab, (3.26) 

onde Lab é a parte orbital do gerador, cuja forma explícita, dada por (3.6), é a mesma 

para todos os campos, e Sab é a parte espinorial do gerador, cuja forma explícita 

depende do spin do campo Note (jue os geradores orbitais Lab são capazes de 

atuar no argumento espaço-temporal de 'I'(í;^) devido à relação 

da^idaX^O,. (3.27) 

Usando a forma explícita de Lab, a transformação de Lorentz (3.25) pode ser escrita 

como 

Ò-VL = Xb da^ + ^ f‘^‘’Sab^, (3.28) 
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ou equivalentemente, 

= + (3.29) 

depois de usar a Eq.(3.9). Em outras palavras, a parte orbital da transformação pode 

ser reduzida a uma translação. e consequentemente, a transformação de Lorentz 

de um campo geral ^ pode ser reescrita como uma translação mais uma trans- 

formação de Lorentz estritamente espinorial. Mas observe (lue. embora similar a 

uma transformação de Poincaré. ela não corresponde a uma transformação do grupo 

de Poincaré porque neste grupo os parâmetros de translação e de Lorentz são com- 

pletamente independentes, o que não é obviamente o caso aqui por causa do vínculo 

entre os parâmetros de translação e de Lorentz. 

Como é bem sabido, a prescrição de acoplamento minimal nos manda trocar 

todas as derivadas ordinárias do espaço-tempo plano por derivadas covariantes 
O 

Va- A definição geral de derivada covariante é [24] 

o 1 ° 1, 
= (3.30) 

onde = A°'^ne^c- Substituindo (3.28), obtemos 

Vc^ = (3.31) 

ou ainda, 

Vc^ = (á% - .r") da^ - A“'c Sab ^ . (3.32) 

Então, fazendo uso das equações (3.11) e (3.22), escrevemos 

í),'!'= (3.33) 

sendo 

f),. = (3.34) 

O operador derivada covariante de Fock-Ivanenko [33]. Portanto, a prescrição de 

acoplamento minimal associada à transformação (3.28) pode ser escrita como 

dc^Vc^ ■ (3-35) 

que é exatamente a prescrição de acoplamento usual da relatividade geral. De fato, 

como é bem conhecido, na prescrição de acoplamento da relatividade geral a tetrada 
O 

e a conexão de spin não são campos independentes. Tal prescrição de 

acoplamento, como mostramos, pode ser obtida de uma derivada covariante de 

Lorentz com a representação completa (3.26). Nesta derivada covariante, a parte or- 

bital dos geradores de Lorentz é reduzida a uma translação. que j)roduz uma tetrada 
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((U(> (l('peiid(' (la conexão do spin. Eyta redução é, portanto, a responsável pelo 

víncnlo entre o campo de tetradas e a conexão de spin. O mesmo vínculo dá origem 

à redação entre os tense)res energia-nionuuito e momento angular de um campo de 

matéria. 

3.4 Observações Finais 

Os resultados básicos deste capítulo podem ser resumidos na seguinte forma. Como 

é bem conhecido, a conservação de energia-niomento está relacionada à invariância 

da ação sob uma translação das coordenadas do espaço-tempo, e a conservação de 

momento angular está relacionada à invariância da ação sob uma transformação 
O 

de Lorentz. Entretanto, como o tensor energia-momento simétrico 6 o tensor 
O 

momento angular total J*'’ab não são (luantidades independentes, os parâmetros 

relacionados à translação e à transformação de Lorentz também não podem ser 

independentes. De fato, eles estão relacionados por 

C = (3.36) 
O O 

(lue produz naturalmente a relação (3.21) entre e J^ab- 

Por outro lado, mostramos (pre a prescrição de acoplamento minimal associada 

à transformação de Lorentz (3.28), ou seja, a jnescrição de acoplamento dada por 

uma derivada covariante sob a transformação de Lorentz (3.28), produz exatamente a 

prescrição de acoplamento da relatividade gerai, desde que seja usada a identificação 

(3.37) 

Esta identificação implica (jue o campo de tetradas e a conexão de spin não são 

campos independentes. Por conseguinte, o grupo de simetria local da relatividade 

geral não pode ser o grupo de Poincaré porque neste grupo há dez parâmetros 
O 

indei)endentes e e“'', e dez campos independentes 13“,^ e A^bii- O verdadeiro grupo 

de simetria local por trás da relatividade geral, portanto, é o grupo de Lorentz 

de seis parâmetros. Na forma (3.29), a transformação de Lorentz de um campo 

de matéria assemelha-se a uma transformação de Poincaré, mas devido aos quatro 

vínculos (3.36), ela é na verdade uma transformação do grupo de Lorentz. De fato, 

se o grupo de simetria fosse dado pelo grupo de Poincaré, a tetrada e a conexão de 

si)in seriam campos independentes. 

Também vimos que o campo de tetradas aparece naturalmente na teoria como 

uma conseqüência da redução do gerador orbital de Lorentz Lab a uma translação 

na prescrição de acoplamento. O campo de tetradas resultante, 

e“,. = d„x'^ + A\,.x\ (3.38) 
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é um funcional da conexão de spin. que se reduz à forma usual (3.12) ciuando a 

identificação (3.37) é usada. De modo consistente com o fato que o grupo de simetria 

local da relatividade geral é o grupo de Lorentz. portanto, podemos dizer (lue o 

campo fundamental da gravitação não é a tetrada, mas a conexão de spin. 
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Capítulo 4 

Momento Angular e Energia—Momento como 

Correntes de Gauge 

So trocarmos o grupo geral de difeomeomorfismos do espaço-tempo por transfor- 

macjões atuando no espaço tarujente, a relatividade geral pode ser interpretada como 

uma teoria de gauge, e em particular como uma teoria de gauge para o grupo de 

Lorentz. Neste contexto, mostramos que os tensores momento angular e energia- 

moniento de um campo de matéria geral podem ser obtidos a partir da invariância da 

integral de a(;ão sob transformacjões atuando, não no espaço-tempo, mas no espaço 

tanijente. Como essas transformações realizam-se no espaço interno (tangente), as 

densidades resultantes de momento angular e energia-inomento podem ser vistas 

como correntes de gauge [34], 

4.1 Introdução 

Segundo os teoremas de Noether, a conservação de energia-momento está rela- 

cionada ã invariância da integral de ação sob translações das coordenadas do espaço- 

tempo. e a conservação de momento angular está relacionada à invariância da inte- 

gral de ação sob transformações de Lorentz. Uma vez cjue as ações dos grupos de 

translação e de Lorentz no espaço-tempo de Minkowski estão perfeitamente bem 

d('finidas, neste espaço-ternpo os teoremas de Noether podem ser aplicados sem 

nenhum problema. Agora, em um espaço -tempo curvo, os grupos de translações e 

de Lorentz não agem de modo natural, no sentido de que suas transformações não 

estão bem definidas [28]. Chega-se então ao problema de definir energia-momento 

e momento angular na presença de gravitação, pois neste caso o espaço-tempo é 

representado por uma variedade (pseudo) riemanniana curva. 

Em relatividade geral, a conservação do tensor energia-momento de qualquer 

campo de matéria é usualmente obtida como uma conseqüência da invariância da 

integral de ação em relação ao grupo de difeornorfismos do espaço-tempo (trans- 
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formações gerais de coordenadas). Embora isso seja usualmente considerado acei- 

tável para o tensor energia-moniento [26], surgem alguns problemas ('in relação à 

conservação de momento angular. Por exemplo, como é bem sabido, não existe 

uma ação natural do grupo de difeomorfismos em campos espinoriais [35], Essen- 

cialmente, isto significa que para se levar em conta o conteúdo de spin (1(> campos 

espinoriais, tem-se que, necessariamente, considerar a ação do grupo de Lorentz no 

espaço-tempo tangente de Minkowski, onde sua ação é bem definida. 

Consideremos então a .seguinte estrutura; .4 cada ponto do espaço-tempo - (}ue 

na presença de gravitação é uma variedade (pseudo) riemanniana curva - há sempre 

um espaço-tempo tangente de Minkowski associado. Agora, ao invés de considerar o 

grupo de difeomorfismos do espaço-tempo como o grupo fundamental da gravitação, 

consideraremos o grupo de simetria local da relatividade geral como sendo o grupo 

de Lorentz, cuja ação dá-se no espaço tangente. Segundo esta construção, a rela- 

tividade geral pode ser reinterpretada como uma teoria de gauge para o grupo de 

Lorentz [29], com os índices relativos ao espaço-tempo de Minkowski como índices 

locais de Lorentz em relação ao espaço-tempo. Conse(}üentemente. a conexão de 

spin deve ser considerada o campo fundamental representando a gravitação [22]. 

Isto significa usar, ao invés da derivada covariante de Levi-Civita, o oj^erador de 

Fock-Ivanenko, uma derivada covariante que leva em conta o conteúdo de spin do 

campo definido no espaço tangente de Minkowski. Esta abordagem, obrigatória no 

caso de espinores [31], pode ser usada para qualquer campo, sendo neste sentido 

mais geral que a abordagem espaço-temporal usual da relatividade geral. 

Sob o ponto de vista descrito acima — a relatividade geral como uma teoria 

de gauge para o grupo de Lorentz — mostraremos neste capítulo que os tensores 

energia-momento e momento angular de um campo de matéria geral i)odern ser 

definidos como as correntes de Noether associadas à invariância da integral de ação 

sob transformações locais no espaço tangente. 

4.2 Transformações de Lorentz 

Inicialmente, faremos uma breve revisão de algumas idéias apresentadas no capítulo 

anterior que julgamos relevantes para o que segue. Denotemos por {;/:"} as coorde- 

nadas cartesianas de cada espaço-tempo tangente de Minkowski. Sendo assim, uma 

transformação de Lorentz infinitesimal dependente da posição escreve-s(' como 

(4.1) 

onde são os parâmetros de Lorentz, e 

Lrd - 'i{-i:cOd - xadr) Í4.2) 
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são os chamados geradores de Lorentz orbitai,'^. Usando estes geradores, a trans- 

formação (4.1) pode ser ainda escrita na forma 

. (4.3) 

Uma propriedade interessante da transformação de Lorentz das coordenadas é que 

ela pode ser reescrita formalmente como nma translação [25]. De fato, usando a 

forma explícita de Lcdi a transformação (4.1) torna-.se 

Sx'^=i^^Pcx\ (4.4) 

que é uma translação com 

C = (4.5) 

como os parâmetros da transformação, e 

P. = -i.de (4.6) 

como geradores. Em outras palavras, uma transformação de Lorentz infinitesimal 

das coordenadas de Minkowski é equivalente a uma translação com 

como parâmetros. Na verdade, esta é uma propriedade dos geradores de Lorentz 

Lab, cuja ação pode sempre ser reinterpretada como uma translação. A razão 

j)ara tal equivalência é que, sendo o espaço-tempo de Minkowski transitivo sob 

translações, quaisquer dois pontos relacionados por uma transformação de Lorentz 

podem também ser relacionados por uma translação. Note que o inverso não é 

verdadeiro. 

Consideremos agora uni campo de matéria geral 'L(;í;), que é função das coorde- 

nadas do espaço-tempo Sob uma transformação de Lorentz infinitesimal local 

das coordenadas do espaço tangente, o campo ^ muda de acordo com [32] 

= vp'(.r) - 4'(:r0 = ^ c“^/„6'L(x) , (4.7) 

onde Jab é um gerador apropriado da transformação de Lorentz infinitesimal. A 

forma mais geral de Jab é 

■hib — Lab + Sab , (4.8) 

onde Lab é a parte orbital do gerador, cuja forma explícita, dada por (4.2), é a 

mesma para todos campos, e Sab é a parte espinorial do gerador, cuja forma explícita 

depende do conteúdo de spin do campo vk. Note que os geradores orbitais Lab são 

caiiazes de atuar no argumento de espaço-tempo de 'k(x) devido à relação 

da = {daX^) df, . 
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Usando a forma explícita de L„b, a transformação de Lorentz (4.7) pode ser reescrita 

na forma 

= + (4.9) 

ou equivalentemente, 

= + , (4.10) 

usando-se a equação (4.5). Em outras palavras, a parte orbital da transformação 

pode ser reduzida a uma translação, e conseqüentemente, a transformação de Lorentz 

de um campo geral 'L pode ser reescrita como uma translação mais uma trans- 

formação de Lorentz estritamente espinorial. Note entretanto que. como 

[Pc,Sab]=0, (4.11) 

a transformação (4.10) não é uma transformação de Poincaré. Além disso, os gera- 

dores Jab satisfazem a relação de comutação 

[Jabí Jcd] ~ i {Vbc ^ad f]ac Jbd Hbd Jac 4“ ^jad ãbc) ' (4.12) 

OU seja, a álgebra de Lie do grupo de Lorentz. E fácil verificar que ambos L„b e Sab 

satisfazem a mesma relação de comutação que e que comutam entre si: 

[Lab,S,,] = 0. (4.13) 

V 
Como uma observação final, é importante notar que, ao invés de quatro funções 

escalares, as coordenadas x“ do espaço-tempo de Minkowski também podem ser 

interpretadas como um campo vetorial .x“(.'r^). Neste caso, contudo, os geradores de 

Lorentz devem ser escritos na representação vetorial 

(5erf)\ = í(á/7to-á/r/,fc) , (4.14) 

Conseqüentemente, temos 

fe* = (4.15) 

e daí 

. (4.16) 

Portanto, uma transformação de Lorentz das coordenadas de Minkowski escrita com 

o gerador completo Jcd anula-se identicamente: 

= 0 . (4.17) 
Cd 
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A iut,(^ri)reta(;ãü deste resultado é ([ue, sob a transformação de Lorentz ativa (4.1), 

todos os campos vetoriais sofrem uma transformação de Lorentz passiva (4.15). No 

caso esp('cífico das coordenadas, (jue é também um campo vetorial de Lorentz, as 

transformações ativas e passivas se cancelam, produzindo um resultado final nulo. 

Para todos outros campos vetoriais T“, o restiltado será uma transformação de 

Lorentz ordinária no mesmo x: 

Ò'V'“ = V'“'(x-) - \'“(.r) = ^ (4.18) 

4.3 Derivada Covariante de Lorentz 

Em uma teoria de gatige para o grupo de Lorentz, o campo fundamental represen- 
O 

taiido a gravitação é a conexão de spin uni campo tomando valores na álgebra 

de Lie do grupo de Lorentz, 

(4.19) 
1 

= -.4“ ,, Jab 

Equivalentemente, podemos escrever 

A,, = c-'^B%,P,, + -r\,Sab, (4.20) 

onde um novo potencial de gatige tomando valores na álgebra de Lie do grupo 

das tran.slações, foi definido 

= (4.21) 

sendo a velocidade da luz c introduzida por razões dimensionais. E importante 

obstn var cjue, apesar da e.xisténcia de um campo de gauge relacionado às translações, 

e um outro relacionado ao gruito de Lorentz, o grupo de estrutura envolvido nesta 

construção não é Poincaré, mas o grupo de Lorentz. 

Consideremos agora a derivada covariante de Lorentz do campo de matéria 

cuja forma geral é [24] 
1 „ AíTí 

(4.22) 
o 1 ° I 
vA> = Oc:^ - - A c 

2'* ■ 

Substituindo a transformação (4.9), ela torna-se 

Vr'^ = , 

onde é a inversa do campo de tetradas 

Pfi = OfiX^ + A^dfiX'^ = 0^iX‘' -H c ^B^^, 

(4.23) 

(4.24) 

I ° 
V, = d,--A'^\Sab (4.25) 
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é o operador derivada covariante de Fock-Ivaiienko [33]. Xote ípie. enquanto qne os 

índices do espaço tangente são levantados e abaixados corn a métrica rjab, os índices 

de espaço-tempo são levantados e abaixados coin a métrica rienimaniana 

^ /i 6 1/ TJfii) . (4.26) 

De acordo com esta construção, a parte orbital dos geradores de Lorentz são reduzi- 

das a uma translação, que então dá origem a nma tetrada que depende da conexão 

de spin. Já que sua ação se reduz em último caso a uma translação. o gerador orbital 

Lab é o responsável pela universalidade da gravitação. De fato. como Lab atua nos 

campos através de seus argumentos, todos os campos responderão ignalmente à sua 

ação. 

Finalmente, observemos que a tetrada pode ser escrita como uma derivada co- 

variante de Lorentz da coordenada af, interpretada obviamente como nm campo 

vetorial. Com efeito, tomando-se a definição geral 

o que mostra que a tetrada coincide com a derivada de Fock-Ivanenko do campo 

vetorial 

4.4 Transformações de Gauge 

O efeito do gerador espinorial Sab é produzir uma mudança total em 'F: 

(4.27) 

e usando a equação (4.16), ela torna-se 

= d^.x'' -I- A‘"b,a'‘' 
O O 

(4.28) 

(4.29) 

Portanto, sob uma transformação de Lorentz local gerada por 

[/ = exp ^ Sab (4.30) 

O 
a derivada covariante t>a'^ mudará de acordo com 

X)'„'F'(.7;') = í/X)„'F(.t) . (4.31) 

Como 
O o 

r>„'F(.x) = e'\,V,^V{x) , (4.32) 
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po(l(Muos escrever (4.31) na forma 

í>;^'(x'') = Ua^^c^ix) UV^,'^{x) , (4.33) 

onde Ua P o elemento usual do grupo de Lorentz na representação vetorial. Já que 

f'^a[x') = Uj’ e'‘(,(x), temos (pie 

V\,^'{x') = UV,,<Ü{x) , (4.34) 

ou ecluivalentemente, 

K = . (4.35) 

Usando a derivada de Fock Ivanenko (4.25), obtemos a transformação de gauge 

usual 

A; = + iUd^U-^ . (4.36) 

A forma infinitesimal de U c 

U (4.37) 

Usando a relação de comutação (4.12) de Sab, obtemos de (4.36) que 

+ AU,,, + AAm ■ (4-38) 

Queremos agora obter a transformação de Lorentz infinitesimal do campo de 

tetradas. Inicialmente, temos a transformação gerada por Sab-, que produz a mu- 

dança total na tetrada, isto é. St = e'“^(ic') — e“^j(x). De (4.24) segue-se que 

St e\ = 5^(Ar“) + ô{A\i^) x^ + A\i^ ôV . (4.39) 

Usando (4.15) e (4.38), obtemos 

5, = -e“, U-, = e\ , (4-40) 

assim como deveria ser, uma vez que é uni campo vetorial de Lorentz nos índices 

de ('spaço tangente. Por outro lado, a transformação da tetrada gerada por Jab 

corresponde a uma transformação no mesmo x“, ou seja, 5e°-^ = e“A(^) ~ e“^(x). 
O 

Tal transformação pode ser obtida de (4.24) mantendo fixo, e substituindo ÒA^^bn 

dado pela equação (4.38). O r(‘sultado é 

(4.41) 

Finalmente, há também a transformação gerada pelo gerador orbital Lab- Como a 

transformação da conexão de spin é gerada pelos geradores de spin Sab — veja as 
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equações (4.36) e (4.37) — isto corresponde a nina transformação devido à variação 

da coordenada a;“ apenas: - c",j(.'r). De (4.24), vemos (pie tal 

transformação é dada por 

S,e% = d„(óxn + r,,,{ôx‘^). (4.42) 

Substituindo (4.3), e fazendo uso da definição (4.5), obtemos 

= V^C- (4.43) 

Esta transformação mostra que a tetrada comporta-se como um potencial de gauge 

translacional sob uma transformação de Lorentz das coordenadas do espaço tan- 

gente, em que apenas a mudança devido à variação das coordenadas é considerada. 

Em outras palavras, a tetrada comporta-se como um potencial de gauge translacional 

sob uma transformação de Lorentz gerada pelo gerador orbital cuja ação. como 

vimos, pode sempre ser reinterpretada como uma translação. 

4.5 Conservação de Momento Angular 

Consideremos agora um campo de mat(íria geral 'L com a integral de ação 

S = - J C d^x = - J Le d^x, (4.44) 

onde e = det(e“^) = com g = áet{g^^). Assumimos aqui um formalismo 

de primeira ordem, no qual a lagrangiana depende apenas dos campos e de suas 

primeiras derivadas. Sob uma transformação de Lorentz local das coordenadas do 
O 

espaço tangente, ambos e vão mudar. Além disso, ao aplicar o teorema de 

Noether assumiremos que estas mudanças são independentes, dando origem a duas 
O 

leis de conservação. Naturalmente, como SA‘^b^l ^ não são independentes, estas 

leis de conservação também não serão independentes [22]. 

Consideremos inicialmente a transformação da integral de ação devido ã mudança 
O 

do potencial de gauge de Lorentz .4“6/í- Sob uma transformação de Lorentz das 

coordenadas do espaço tangente, a integral de ação muda de acordo com 

dC ^ dC 
— Op 5  

ddpA^^p, 
(4.45) 

onde não foi escrita a variação em relação ao campo 'L [lorque ela dá a equação de 

campo associada [36]. Introduzindo-se a notação 

dC ^ dC 6C 

5.4"'' 

O 
•J^ ah (4.46) 
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oiidc J^ab « O tciisor inoiiuMito Hiigular, segue-se que 

(4.47) 

Substituindo a transformação (4.38), integrando por partes e desprezando o 

termo de superfície, obtemos 

SS = ^J'V^{eJ\b) éx . (4.48) 

Como as quantidades anti-simétricas são arbitrárias, temos 

A,(e>aí.) - V^ie J^ba) = 0 , (4.49) 

ou ainda, 

A.(J"a6) = 0 , (4.50) 

o 
uma vez que J^ab também é anti-simétrico nos índices de espaço tangente. 

Usando a identidade 

= c r\x , (4.51) 

O 
onde r'‘Ai/ é a conexão de Levi-Civita da métrica (4.26), obtemos 

d,J^ub + f^. J\b - J'\^b - J\c = 0 , (4.52) 

ciu(‘ é a lei de conservação de momento angular usual da relatividade geral. É impor- 

tante notar que. segundo esta definição, a conservação de momento angular surge 

como uma conseqüência da invariância da integral de ação sob uma transformação 

de Lonmtz gerada pelo gerador de spin (matricial) Sab- 

4.6 Conservação de Eiiergia-Momento 

Consideremos agora a transformação da integral de ação devido à mudança da 

t(!trada e“,j. Sob uma transformação de Lorentz das coordenadas do espaço tan- 

gente. 

ÔS 
dc 

Oe^n 
-d, 

dC 

” ddpc‘^fj. 
(4.53) 

onde novamente não foi escrita a variação em relação ao campo í' porque ela dá a 

equação de campo associada [36]. Introduzindo-se a notação 

OC _ dC ^ ^ 
(4.54) 
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o 
sendo T^a o tensor energia-moniento, segue-se cjiie 

ÔS = ~ J T^a (' . (4.55) 

Como vimos anteriormente, a conservação de momento angular está relacionada a 

uma transformação de Lorentz gerada pela parte espinorial dos geradores de Lorentz. 

Agora, como veremos, a conservação de energia-inomento está relacionada a uma 

transformação de Lorentz gerada pela parte orbital dos geradores de Lorentz. a qual 

é uma transformação que muda apenas a coordenada ,x“. mantendo a conexão de 
O 

spin fixa. Sob tal transformação a tetrada muda de acordo com a equação 

(4.43). Substituímos agora esta transformação na variação (4.55), integramos por 

partes e desprezamos o termo de superfície, de modo a obter 

5S = -^1 d^{eT\) - éx (4.56) 

Usando novamente a identidade (4.51), obtemos 

1 
ÔS = --J f\ - T\. C e d\r . (4.57) 

Devido à arbitrariedade de Ç“, segue-se da invariância da integral de ação sob este 

tipo específico de transformações de Lorentz que 

+ r“A„ t\ - T“c = o. (4.58) 

que é a lei de conservação usual da relatividade geral. Além disso, a invariância da 
^ o o 

integral de ação sob uma transformação de Lorentz total implica que 7”™ = 

é simétrico. De fato, substituindo a transformação (4.40) em (4.55). obtemos 

= ^ /{Tca - Tac) e âS-. (4.59) 

Levando-se em conta a arbitrariedade do parâmetro f'“, a invariância da integral de 

ação implica que 

Tca = Tac ■ (4.60) 

É importante notar que, conforme a definição acima, a conservação de energia- 

momento surge como uma conseqüência da invariância da integral de ação sob aquela 

parte da transformação de Lorentz que pode ser reinterpretada como uma translação 

— a parte gerada pelos geradores orbitais. Notemos também que. como a tetrada é 

linear em 5“^, o tensor energia-momento também pode ser definido como a derivada 

funcional da lagrangiana em relação ao potencial de gauge 5"^; 

- _íi!  
“ c c (55", 

(4,61) 

Observemos ainda que esta definição, ou seja, a derivada funcional da lagrangiana 

em relação ao potencial de gauge, coincide com a expressão usual para a corrente 

da fonte das teorias de gauge de Yang-Mills usuais. 
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4.7 Observações Finais 

S('guii(I() üs tooieiiias de Noethor, cunserv;u;ào de eiiergia-iiiomento está relacionada 

à iiivariáiicia da integral de ação sob translações, e conservação de momento angular 

está relacionada à invariância da integral de ação sob transformações de Lorentz. 

Entretanto, como é bem conhecido, na presença de gravitação o espaço-tempo torna- 

se uma variedade (pseudo) riemaimiana. Como as transformações não podem ser 

definidas em um espaço-tempo curvo, é necessário introduzir um processo local em 

(}ue estas leis de conservação i)odem ser obtidas a partir da invariância da integral de 

ação sob transformações atuando no espaço tangente (Minkowski), onde elas estão 

bem definidas. 

Considerando-se a relativitlade geral como uma teoria de gauge para o grupo 

de Lorentz, onde a conexão de spin - isto é, o potencial de gauge de Lorentz 

— é o campo fundamental representando a gravitação, mostramos que é possível 

obter as leis de conservação de momento angular e energia-mornento a partir da 

invariância da integral de ação sob transformações atuando no espaço tangente. 

Neste contexto, a conservação de momento angular surge como conseqüência da 

invariância da integral de ação sob as transformações geradas pela parte espinorial 

dos gíuadores de Lorentz. as ciuais são transformações de Lorentz verdadeiras no 

sentido de que não podem ser n‘duzidas a translações. Por outro lado, a conservação 

de energia-niomento surge como uma conseqüência da invariância da integral de ação 

sob transformações geradas pela parte orbital dos geradores de Lorentz, as quais são 

transformações que podem em última análise ser reduzidas a translações. Visto que 

estas densidades conservadas podem ser obtidas a partir da invariância da integral 

de ação sob transformações ‘ánternas’’ (isto é, no espaço tangente), elas podem ser 

consideradas como "correntes de gauge". 

Uma propriedade peculiar dessa teoria é que a parte orbital dos geradores de 

Lorentz se reduz a uma translação, que dá origem a um potencial de gauge transia- 
O 

cional que surge como a parte não-trivial do campo de tetradas; 

e% - (4.62) 

O 
O vínculo entre e A‘^b^l <^bí origem ao vínculo entre os tensores de energia- 

mornento e momento angular. 

Finalniente, notemos que mesmo no formalismo de tetradas da relatividade geral, 

nenliuin potencial de gauge translacional está presente, e conseqüentemente as leis 

de conservação não podem nunca ser obtidas a partir da invariância da ação sob 

as transformações das coordenadas do es[)aço tangente. De fato, como a tetrada 

é invariantc sob uma translação das coordenadas do espaço tangente, nenhuma 
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lei de conservação pode ser obtida. Além disso, da invariâiicia da ação sob uma 

transformação de Lorentz local das coordenadas do espaço tangente não se obtém 

a conservação do tensor momento angular, como seria de se esp('rar do teorema de 

Noether, mas simplesmente que o tensor energia-momento é simétrico [19]. Quando 

a relatividade geral é interpretada como uma teoria de gauge para o grupo de 

Lorentz, e um potencial de gauge “translacionaF’ é introduzido para dar conta da 

ação dos geradores orbitais, estes problemas são resolvidos. 
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Capítulo 5 

Considerações sobre o Acoplamento Minimal 

Gravitacional 

5.1 Introdução 

A forma correta da prescrigão de acoplamento gravitacional de campos de partículas 

elementares na presenga de curvatura e torgão ainda é um problema em aberto. A 

dificuldade básica é a ausência completa de resultados experimentais que poderiam 

servir de guia no estabelecimento de uma prescrição para a interação gravitacional 

microscópica. Portanto, a única coisa que pode ser feita é analisar a consistência 

das diversas possibilidades. Há fundamentalmente duas abordagens. A primeira é 

assumir (jue o acoplamento é minimal em uma conexão de spin de Riemann-Cartan 

geral. A segunda é considerar cjue o acoplamento é minimal apenas no coeficiente 

de rotação de Ricci, que é uma conexão de sj)in sem torção. A proposta básica, 

neste capítulo, será fazer um estudo comparativo destas duas prescrições. Estare- 

mos interessados i)rincipalmente em examinar as conseqüências das prescrições de 

acoplamento para o tensor eiKugia-moimmto de matéria, e em particular para as 

leis de conservação de energia momento. Além disso, no caso específico de um 

canii)o espinorial acoplado ã gravitação, analisaremos a forma explícita do tensor 

energiamomento nas duas prescrições. A idéia é checar se estes resultados podem 

fornec<;r alguma pista sobre a definição correta de uma prescrição de acoplamento 

gravitacional na presença de curvatura e torção [44]. 

5.2 Prescrições de Acoplamento Gravitacional 

.A. interação de um campo de matéria geral com a gravitação é usualmente obtida 

através da aplicação da chamada prescrição de acoplamento minimal. Segundo 

esta prescrição, todas as derivadas ordinárias de espaço-tempo plano da devem ser 

47 



trocadas por derivadas covariantos 2?„, 

= (5.1) 

onde e^a é a inversa do campo de tetradas [22] 

= d^x'" + uj^^hn J'*' • (5.2) 

e 

V,, = d^-"-u’^\Sab (5.3) 

é o operador derivada covariante de Fock-Ivanenko [33], sendo iim campo de 

gauge assumindo valores na álgebra de Lie do grupo de Lorentz — usualmente 

chamada conexão de spin — e Sab 'ima representação apropriada dos geradores 

de Lorentz. A conexão de spin, que será chamada conexão de Riemann-Cartan, 

apresentará curvatura e torção, e será compatível com a métrica. É importante 

lembrar que, enquanto os índices de espaço tangente são levantados e abaixados com 

a métrica de Lorentz rjab-, os índices de espaço-tempo são levantados e abaixados com 

a métrica riemanniana 

9nu — Vab C !■> • (o-4) 

A forma correta da prescrição de acoplamento gravitacional na presença de cur- 

vatura e torção, isto é, a forma correta da conexão de spin, pode ser considerada 

um problema ainda não resolvido. Há basicamente duas possibilidades que, a partir 

de agora, passamos a analisar. 

5.2.1 Prescrição de Acoplamento de Riemann-Cartan 

A primeira possibilidade é assumir que o acoplamento de um campo de matéria 

geral à gravitação é minimal na conexão de spin de Riemann-Cartan geral, cjue será 

denotada por 

• (5-5) 

Esta conexão está relacionada a uma conexão afim geral compatível com a 

métrica através de 

e'"’ . (5,6) 

Sob uma transformação de Lorentz infinitesimal rias coordenadas do espaço tangente, 

a conexão de spin transforma-se de acordo com 

6“'' + A\p . (5.7) 

I 
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Cüiisiciereiiios agora a transforiiiaçáo da tctrada eni (jue apenas a transformação 

da coordenada é levada em conta, ou seja. ('Ix-e",» = — e“^(a;). Como a 

transformação da comixão de spin é gerada pelo gerador de spin Sab, isto significa 

(pK' tal transformação é gerada pelo gerador orbital Lab- Da equação (5.2), vê-se 

([ue (da é dada por 

= ^:/-“ + -4V(^x''. (5.8) 

Substituindo (3.8). obtemos 

à.e’„ = = (a„C + í") . (5.9) 

Esta transformação mostra ([ue a tetrada comporta-se como um potencial de gauge 

translacional sob uma transformação de Lorentz das coordenadas do espaço tangente 

em (jue somente a mudança devido à variação das coordenadas é considerada. Em 

outras palavras, a tetrada comporta-se como um potencial de gauge translacional 

sob urna transformação de Lorentz gerada pelo gerador orbital Lab, cuja ação, como 

já foi visto, pode sempre ser reduzida a uma translação. 

5.2.2 Prescrição de Acoplamento de Ricci 

Unia segunda possibilidade é considerar que o acoplamento de um campo geral de 
O , 

matéria à gravitação é minmial apenas no coeficiente de rotação de Ricci sendo 

não-minimal em outros casos. A idéia básica por trás desta prescrição é que, como 

o tensor de contorção funciona como uma força [30] quando o campo gravitacional 

apresenta uma torção não-nula, a conexão de spin deve também incluir o tensor 

de contorção para dar conta desta força. Segundo este ponto de vista, portanto, a 

conexão de spin é escolhida como sendo 

, (5.10) 

onde 

(Te% + T,\ - T\a) (5.11) 

é o tensor de contorção, e 

e%. - e\ e\) V^e\ (5.12) 

a torção da conexão 

Sob uma transformação de Lorentz infinitesiinal das coordenadas do espaço tan- 
O 

gente, a conexão de spin A“í,/í transforma-se como 

= {d,A'' + • (5-13) 
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Por outro lado, a transformação da tetrada devido à variação da coordenada ,r“ 

apenas, é agora dada por 

5x6% = .ç") . (Õ.14) 

Vemos também que, neste caso, a tetrada comporta-se como um potencial de gauge 

translacional sob uma transformação de Lorentz gerada pelo gerador orbital L^b- 

Observe que esta prescrição de acoplamento, cuja conexão de sjjin é dada por 

uma conexão de Riemann-Cartan geral menos o tensor de contorção, resulta ser 

equivalente à prescrição de acoplamento da relatividade geral, na qual o tensor de 

contorção é nulo e a conexão de spin é simplesmente os coeficientes de rotação de 

Ricci [33] 

= ^6% (Cc% + Cb\ - C\,) , (5.15) 

onde 

C\c = (e%c% - e%e%) (5.16) 

é o coeficiente de não-holonomia. Como é bem sabido, o coeficiente de Ricci está 
o 

relacionado à conexão de Levi-Civita através de [31] 

tab 
/I /i PU ' (5.17) 

5.3 Conservação de Energia—Momento 

Agora, nós vamos analisar as conseqüências destas duas prescrições de acoplamento 

para a conservação de energia-momento. Inicialmente, consideremos a integral de 

ação de um campo de matéria geral 

S=-^jcéx. (5.18) 

Sob uma transformação de Lorentz das coordenadas do espaço tangente. 

5S 
_1 r í_^ _ 

c J 
d, 

dC 
ò'e'% , (5.19) 

onde não escrevemos a variação em relação ao campo de matéria porque (da dá a 

equação de campo associada. Usando a notação det(c“,J = e. definimos 

1 

e 

dC ^ dC 
- du 

1 SC 

e Se/\ 
= -7"^ — f a 1 (5.20) 

onde é o tensor energia-momento dinâmico do campo de matéria, obtemos 

55 = I r^‘a Se%, e d^x =^J Sc\ e d^x . (5.21) 
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Por teiisor oiiergia-inoiiiento dinâmico entendemos o tensor que aparece como fonte 

no lado direito das e(iuagõ(!S do campo gravitacional. 

Agora, sabemos <iue a conservação de energia-momento está relacionada a uma 

transformação de Lorentz gerada pela parte orbital dos geradores de Lorentz [34], 

(pie é uma transformação cpie muda somente a coordenada x“, mantendo a conexão 

de spin fixa. Uma vez que temos duas possibilidades para a conexão de spin, teremos 

também duas possibilidades para que dará origem a duas leis de conservação 

distintas. Vamos estudar cada uma dessas possibilidades. 

5.3.1 Conservação de Energia-Momento no Acoplamento de 

Riemann-Cartan 

Substituindo a transformação da tetrada (5.9) na variação (5.21), integrando por 

])artes e desprezando o termo de superfície, obtemos 

6S=\j [0,(eT\) - A\,(eT“,)] C d‘x . (5.22) 

Como 

= e f = e P\^ = e {t\x ~ K\x) , (5-23) 

temos 

5S=i j {0^V\ + T\^T\ - K\^T\)C eéx . (5.24) 

Devido à arbitrariedade de segue-se da invariãncia da integral de ação sob este 

tipo específico de transformações de Lorentz que 

T\ - T\ . (5.25) 

Esta é a lei de conservação em termos de uma derivada covariante mista. Ela pode 

ser reescrita em termos da conexão afim somente: 

T\ - . (5.26) 

.■\lternativamente, já que 

rV = fV + A'V, ' (5.27) 

a lei de conservação acima {)ode ser escrita como 

T\ - y\, T\ . (5.28) 

Por conseguinte, vemos que na presença de curvatura e torção, a prescrição de 

acoplamento de Riemann -Cartan irrijílica que o tensor de energia-momento não é 

c onservado no sentido covariante. 
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5.3.2 Conservação de Energia-Momento no Acoplamento de Ricci 

Consideremos agora a segunda possibilidade. Substituindo a transformação da 

tetrada (5.14) na variação (5.21). integrando por partes e desprezando o termo de 

superfície, obtemos 

5S = [d,{c.V‘a) - A%(ef‘c)] d^x . (5.29) 

Usando as identidades (5.23) e (5.10), ol)temos 

àS=-J \d^T\ + (^^^ - - K\,) f^.] r d^x . (5.30) 

Devido à arbitrariedade de segue-se da invariância da integral de ação sob este 

tipo específico de transformação de Lorentz que 

+ (^^^ - t\. - - K\,) r^c = 0 , (5.31) 

o que coincide com a lei de conservação da relatividade geral. Com efeito, ela pode 

ser reescrita na forma 

o o . 
(5.32) 

Portanto, vemos que neste caso, o tensor energia-mornento é conservado no sentido 

covariante. 

5.4 Exemplo: Campo Espinorial 

Uma característica fundamental da lagrangiana do campo espinorial é cpie ela é 

linear nas derivadas do campo. De modo distinto, as lagrangianas para campos 

tensoriais são quadráticas nas derivadas do campo, e conseqüênternente haverá sem- 

pre um tensor métrico contraindo ambas as derivadas. Para um campo espinorial, 

entretanto, por causa da linearidade referida acima, não há qualcpier tensor métrico 

presente na lagrangiana. De fato, ao invés de um tensor métrico, há um campo de 

tetradas na lagrangiana espinorial. e por conseguinte, neste (’aso o tensor energia- 

mornento dinâmico deve necessariamente ser escrito como a derivada funcional da 

lagrangiana em relação ao campo de tetradas. conforme a ccpiação (5.20). 

Uma outra característica importante do campo espinorial é que não existe repre- 

sentação espinorial do grupo de transformações gerais de coordenadas do espaço- 

tempo [35]. Isto significa que não é possível definir uma derivada covariante espaço- 

temporal para um campo espinorial. A ])rescrição de acoplamento mininial j)ara 

esses campos deve, portanto, necessariamente levar em conta o conteúdo de spin do 
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espiiior definido no espaço tangente, o (jue implica usar a derivada de Fock-Ivanenko 

ao invés de uma derivada covariante espacjo-temporal. Assim sendo, haverá sempre 

a presença simultânea de dois tipos de índices: de Lorentz local (ou tangente), e 

índices tensoriais de espaço tempo. Isto, por sua vez, leva à presença explícita de 

uma tetrada conectando ('stes dois tipos de índices. Com efeito, na presença de 

graA itação, usando-se a prescrição de acoplamento rninimal, a lagrangiana de Dirac 

(jue se obtém é 

— e c y ('</" 7“ e>^a - V*^ii)7“ ip) -mcípíp (5.33) 

onde a derivada covariante de Fock-Ivanenko é escrita agora com a representação 

esi)inorial dos geradores íle Lorentz, dada por [24] 

^ab — ^ab — , [7a 7 7ò] • 
2 4 

(5.34) 

Assim, podemos ver cjue, de modo a contrair a matriz de Dirac 7“ com a derivada 

de Fock-Ivanenko ao invés de um tensor métrico, um campo de tetradas deve 

estar presente na lagrangiana. 

.\gora, como vimos, há duas prescrições de acoplamento possíveis para descrever 

a interação de um campo de matéria com a gravitação, que darão origem a dois 

tensores de energia-rnomento distintos 

T“ 
1 ídc^, dC^ 

e ‘'dd.e^aj ’ 
(5.35) 

Com o intuito de averigüar as diferenças entre eles, vamos calcular explicitamente o 

tensor energia-momento do campo espinorial para os dois casos. 

5.4.1 Tensor Energia—Momento no Acoplamento de Riemann-Cartan 

De início vamos calcular a forma explícita do tensor energia-momento na prescrição 

de acoplamento de Riemann-Cartan. Neste caso, o primeiro termo de T°'^ que se 

obtém é 
1 c?£„ 

e cie'',, 
  _a ^ t iu ^ bv . p<T . ua\ 
— ^ /i cy bu 'i'11 4” 1 ni/ <p(j j , 

onde 

(5.36) 

(5.37) 

é o tensor energia inonumto canônico modificado pela presença da gravitação, e 

^ (5.38) 
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sendo 

- y 0 (7“ Sbr. + 5^.7") 0 (Õ.39) 

o tensor de spin. Note que, no caso específico de um campo espinorial, = 5''“, 

e daí 
, -abc cabe ip — ò 

Note também que estamos considerando a dependência da conexão de spin no campo 

de tetradas, conforme a equação (5.6). Se a conexão de spin e a tetrada fossem 

consideradas como campos independentes, o primeiro termo de T“^, daria apenas o 

tensor energia-momento canônico [39]. Por outro lado, o segundo termo de 

é 

onde usamos a identidade (5.23). Substituindo (5.36) e (5.40) em (5.20). vemos que 

o tensor energia-momento dinâmico do campo espinorial é dado por 

T\ = t\ - > ('^•‘11) 

onde Dl, denota a derivada covariante total de ou seja, 

]-\ au   o - au T^(T \ ia , ^ i a<r / rt io\ 
i '^(7 hl/ ^ (TI/ • (o.42) 

Escrevendo = efa T°‘n-, nós temos equivalentemente 

T% = r\i - ■ (5.43) 

A propriedade de simetria do tensor energia-momento dinâmico (5.35) iião é de 

modo algum óbvia [38]. De fato. como veremos a seguir, este tensor não é simétrico. 

5.4.2 Tensor Energia-Momento no Acoplamento de Ricci 

Agora vamos calcular a forma explícita do tensor energia-momento na prescrição de 
O 

acoplamento de Ricci. O primeiro termo de 7*"/i é dado por 

1 dCii, o 

e 
(5.44) 

onde 

^ (07“X>/x'0 - D*,07“0) (5.45) 

é o tensor energia-momento modificado pela presença de gravitação. Note que 

estamos considerando a dependência da conexão de s])in no campo de tetradas dada 
O 

pela equação (5.17). Por outro lado, o .segundo termo de 7"“,t é 

1 . d£v- 
(rv/n . 

2e 
(5.46) 

54 



Sul)stitiiiii(lo (5.44) 0 (5.4G) ('in (5.2Ü), vomos ciue o tciisor eiiergia-momento espino- 

rinl (jiie so ol)t('in é 
1 o 

(5.47) 

O 
oii(l(' Du (loiiüta a derivada covariante total de ou seja, 

+ -4%. ■ (5.48) 

Escrevendo - d’aT"',i, temos equivaleiitemeiite 

T% = r^fc - • (5.49) 

o 
\'emos deste modo que é o tensor de Belinfante-Roseiifeld [40] obtido do tensor 

('iiergia-momeiito canônico [41]. Com efeito, pode-se verificar que 

^ - frr^, , (5.50) 

O 
o (pie mostra ipie o tensor energia-momento dinâmico do campo de Dirac no 

acoplamento de Ricci é simétrico. Além disso, é fácil ver que os tensores energia- 
O 

momento e 7”^'^ satisfazem a relação 

= T% + \ + K\. (p/'') . (5.51) 

Note finalmente que, enquanto o tensor energia-momento dinâmico é conservado 

110 sentido covariante, 

= 0 , (5.52) 

o tensor energia-momento canônico não é. De fato, pode-se verificar que [42] 

V',. = -jÃV5A"‘'. (5.53) 

5.5 Observações Finais 

Como vimos, há duas prescrições distintas que podem ser usadas para descrever o 

acoplamento de um campo de matéria de uma partícula à gravitação. A primeira é 

obtida admitindo-se (jue o acoplamento é rninimal na conexão de spin de Riemann- 

Cartan geral. Há, contudo, dois problemas em relação a esta prescrição: O tensor 

energia-momento de um campo de matéria geral não é conservado covariantemente 

e não é simétrico. A segunda possibilidade é considerar que o acoplamento de 

um campo geral de matéria ã gravitação é minimal no coeficiente de rotação de 

Ricci. Neste caso. como vimos, o tensor energia-momento dinâmico é conservado 

covariantemente e é simétrico. 
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As propriedades mencionadas acima das prescrições de acoplamento podem ser 

usadas para checar sua consistência. Por exemplo, tomemos novamente a variação 

da integral de ação sob uma transformação de Lorentz local. 

SS = -^J T'‘„ c éx . (5.54) 

Como vimos no capítulo anterior, a mudança total do campo de tetradas. isto é, 

= e'°’n(x') — e“^(a;), pode ser escrita como (veja a equação (4.40)) 

, (5.55) 

Então, substituindo a última expressão em (5.54), obtemos 

^ I {Tca - Tac) e™ h d^x . (5.56) 

Então, levando-se em conta a arbitrariedade do parâmetro de Lorentz a in- 

variância da integral de ação sob uma transformação de Lorentz total implica que 

T — T 

Logo, se a integral de ação do campo de matéria é invariante sob uma transformação 

de Lorentz local, o tensor energia-momento dinâmico é necessariamente simétrico 

[19]. Este resultado, como pode-se ver, favorece a prescrição de acoi)lamento de 

Ricci. 

Um outro problema da prescrição de acoplamento de Riemann-Cartan é o fato 

de que o tensor energia-momento neste caso não é conservado covariantemente. Em 

princípio, isto não seria um problema porque este tijjo de conservação não é uma lei 

de conservação real no sentido de que ela não produz uma “carga” conservada no 

tempo, mas é simplesmente uma identidade que diz como energia e momento são 

trocados entre matéria e gravitação. No entanto, uma vez que é o tensor cpie 

aparece como fonte no lado direito das equações do campo gravitacional, elas podem 

ser inconsistentes com as identidades de Bianchi da teoria, e isto cfutamente seria 

um problema. 

Mas ainda existem outras dificuldades com relação à prescrição de acoplamento 

de Riemann-Cartan. Por exemplo, quando usada para descrever a interação gravi- 

tational do campo eletromagnético, ela destrói a invariãncia de gauge U{1) da teoria 

de Maxwell. Por esta razão, afirrna-se freqüenteniente que o campo eletromagnético 

não sente torção [45]. Por outro lado, o acoplamento de Ricci. além de não apresen- 

tar os problemas acima, atribui ã prescrição de acoplamento da relatividade geral 

uma espécie de caráter universal no sentido de que todas as outras presc-rições de 

acoplamento tornam-se equivalentes a ela. Um ('xeniplo particular é a gravidade 
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tploparalela. Nosta tooria, a conexão de s{)iii de Riernaiiii-Cartan anula-se em toda 

pai t('. e a conexão de s{)in tcdepaialela é dada simplesmente por menos o tensor de 

contorção [46]. Inversamente, a relatividade geral corresponde ao caso em que a 

torção é nula, (! a conexão de s))in torna-s(' neste caso simplesmente o coeficiente de 

rotação de Ricci. 

-A. idéia básica por trás desta prescrição de acoplamento é que, enquanto a cur- 

vatura geornetriza a interação gravitacional, a contorção desempenha o papel de 

força [30]. Logo, quando o campo gravitacional apresenta simultaneamente cur- 

vatura e torção, a conexão de spin deve incluir necessariamente o tensor de contorção 

para dar conta desta força. De acordo com este ponto de vista, a gravitação poderia 

ser descrita alternativamente (un termos de curvatura ou torção. A razão para esta 

descrição dual é a universalidade da interação gravitacional. Em outras palavras, 

como qualquer outra interação da Natureza, a gravitação admite um descrição como 

uma teoria de gauge. De fato, a gravitação teleparalela é conhecida ser uma teoria 

de gauge, em que a contorção desempenha um papel de força. Por outro lado, a 

iinivíusalidade da gravitação significa (}ue todas as partículas sentem a gravidade da 

mesma forma. Eni consecpiência disso, é possível descrever alternativamente a gravi- 

dade não como uma força, mas como uma curvatura no espaço-tempo, a interação 

gravitacional neste caso sendo obtida fazendo-se com que as partículas sigam as 

geodésicas do espaço-tempo. Esta é a abordagem usada na relatividade geral, onde 

o conceito de força gravitacional está ausente. Naturalniente, qualquer caso inter- 

mediário, em que a conexão apresenta curvatura e torção simultaneamente, também 

é possível, mas todas elas, segundo a prescrição de Ricci, resultar-se-ão equivalentes 

ã relatividade geral. 
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Capítulo 6 

Conclusões 

Ao desenvolver a teoria da relatividade geral. Eiiistein buscava ('xpaiidir a co- 

variância da relatividade restrita para além da covariânda de Loreiitz. pois imagi- 

nava que com isso estenderia automaticamente o princípio de relatividade para movi- 

mentos acelerados. Para ele, uma teoria cpuí generalizasse o princípio da equivalência 

— na forma em que assegura a e(piivalência entre aceleração uniforme e um campo 

gravitacional homogêneo — seria necessariamente uma teoria de gravitação. Ape- 

sar da hesitação inicial devido à dificuldade em se definir sistemas de coordenadas 

no espaço-tempo através das operações familiares usando barras e relógios padrões, 

Einstein sentiu-se obrigado, como ele próprio observou, a aceitar o refiuisito de 

covariância geral como resposta ao problema de extensão da ndatividade simples- 

mente porque não conseguiu encontrar uma maneira natural de restringir os possíveis 

sistemas de coordenadas do espaço-tempo. De fato, covariância geral inclui trans- 

formações que não têm nada a ver com mudanças de estados de movimento, tais 

como transformações entre sistemas d(* coordenadas espaciais polares e cartesianas. 

Outro problema relacionado ã covariância geral é o fato de. aparent('mente, 

ela não possuir significado físico, visto que quakpier teoria é passível d(' receber 

uma formulação covariante geral. Em outras ])alavras. ela não leva. a uma pre- 

scrição de acoplamento minimal. e não rem. portanto, conteúdo dinâmico, .\gora. 

interpretando-se a relatividade geral como uma teoria de gauge. (' levando-se em 

conta a idéia de Guttmann e Lyre [17] de (pu' as quantidades e os obj('tos fisi- 

camente significantes podem ser representados por fúnçõ('s definidas nas fibras do 

fibrado da teoria em questão (o que não significa (|ue. inversamente. todas as estru- 

turas nas fibras são fisicamente relevantes), podemos eliminar tais i:>rol)lemas. Com 

efeito, através da introdução de um vínculo entre o campo de tetradas e a conexão 

de spin, dado por 

  o I Ifl ,./) 
f II — hii ■>' . 

concluímos primeiramente que o grupo de simetria locnl (pie gov('nia a interação 
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gravitaciüiial 6 o grupo de Lorentz. Tal afirmação contraria a visão corrente se- 

gundo a qual a gravitação deve; estar necessariamente relacionada à uniformidade 

do espaço-tempo. Baseado nesse resultado, construimos um novo princípio de gauge 

para a gravitação. Em outras palavras, estabelecemos as bases de uma nova teoria de 

gauge para a gravitação, fundamentada no grupo de Lorentz. Em completo acordo 

com as teorias de Yang-Mills. cujos campos fundamentais são conexões em fibrados, 

o campo fundamental da gravitação, conforme os nossos resultados, não é a métrica 

ou a tetrada, mas a conexão de spin, isto é, uma conexão assumindo valores na 

álgebra de Lie do grupo de Lorentz. Mostramos que nessa reformulação da relativi- 

dade geral — dada por uma teoria de gauge para o grupo de Lorentz — a prescrição 

de acoplamento minimal obtida da derivada covariante de Lorentz coincide com a 

prescrição de acoplamento minimal da formulação tradicional da relatividade geral. 

Nesta nova formulação, portanto, o conceito de covariância geral não desempenha 

nenhum papel dinâmico, não sendo necessário na descrição da interação gravita- 

cional. Os estados de movimento arbitrários podem ser representados por campos 

de tetradas que se relacionam através das transformações de Lorentz locais. Não 

temos aqui, portanto, o problema de restringir o grupo de transformações de modo 

a não incluir sistemas de coordenadas que não representam estados de movimento. 

Dentro do contexto das teorias de gauge, mostramos em seguida como as leis 

de conservação de energia-momento e momento angular podem ser obtidas através 

do requerimento de invariância sob transformações atuando no espaço tangente (in- 

terno), como é usual em teorias de gauge, mas de modo distinto à forma como são 

obtidas na formulação usual da relatividade geral, isto é, através do requerimento de 

invariância sob o grupo de difeomorfismos do espaço-tempo. Ou seja, as densidades 

de energia-momento e momento angular são correntes de gauge na nossa formulação 

da relatividade geral. 

Fock, entre outros, entendia um princípio de relatividade como uma declaração 

de uniformidade do espaço-tempo. Sob este ponto de vista, realmente, a relativi- 

dade geral não generaliza a '‘relatividade” da teoria da relatividade especial. Pelo 

contrário, a reduz drasticamente, uma vez que o grupo de simetria é reduzido para o 

trivial, aquele que contém apenas a transformação identidade. Por outro lado, vista 

como uma teoria de gauge para o grupo das Lorentz, a teoria da gravitação de Ein- 

stein adquire naturalmente o direito de se chamar “relatividade geral”, pois como 

vimos seu grupo de covariância vai muito além do grupo de Lorentz de dimensão 

finita da relatividade especial. Ele é um grupo de dimensão infinita — o grupo local 

de Lorentz. 
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Apêndice A 

Cinemática de um Espaço-Tempo com Constante 

Cosmológica Infinita 

A.l Introdução 

Usando-se contrações de Inõiiii-Wigner dos giupos e v\spaços de de Sitt('r. estiuiare- 

mos neste apêndice uma solução das equações de Einstein sem fonte com um valor 

infinito para a constante cosmológica A [23]. Quando A oo. o espaço-tempo 

torna-se um cone quadrimensional. dual ao espaçf) de Minkowski jíor uma inversão 

espaço-temporal. Esta inversão relaciona o vértice do 4-cone com o infinito do 

espaço de Minkowski, e o infinito do 4-cone (•orii o cx)iie de luz de Minkowski. () 

limite não-relativístico c oo é depois con.siderado. o grupo cinemático sendo neste 

caso um grupo de Galileu modificado em ([ue as rranslaçõíís no ('spaço (' no tíunpo 

são trocadas pelos limites não-relativísticos das correspondentes transformações con- 

formes próprias. Este gnqjo satisfaz a mesma álgebra de Lie abstrata do grupo de 

Galileu e pode ser chamado de grupo de Galileu conforme. Os resultados podem ser 

de interesse para a cosmologia do Universo primordial. 

Qualquer grupo cinemático tem sempre um subgrupo relacionado à isotroi)ia do 

espaço (grupo de rotações) e um subgrupo relacionado à equivalência de retérenciais 

inerciais (boosts). As transformações restantes, gonericamenre ditas tmvAaçoe.H, 

podem ser ou não comutativas. (> são responsáveis pela homogeneidade do es])aço 

e do tempo. Isto vale não apenas para a cinemática da relatividade especial, mas 

também para a cinemática galileana e para outras cinemáticas iião-relativísticas 

concebíveis [47], que diferem uma da outra precisamente por serem fundamentadas 

em diferentes grupos cinemáticos. 

O exemplo mais conhecido é do grupo de Poincaré V. um grupo naturalmente 

associado ao espaço-tempo de Minkowski M como .seu grupo de movimeutí^s. Ele 

contém, na forma de um produto serni-direto. o gru])o de Lorentz C = 5é>)(3.1) 

e o grupo de translações T. sendo que o filtimo ar.ua transitivaiiHuite em .1/ (> sua 
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variedade é ajienas M. De fato, o espaço-teiiipo de Minkowski é um espaço ho- 

mogêneo sob V, precisameiite o quoeiente M = T = VjL. A invariância de M sob 

as transformações de V reflete a sua uniformidade. O subgrupo de Lorentz guarante 

urna isotropia ao redor de um dado ponto de d/, e a invariância por translações 

impõe esta isotropia ao redor de quakiuer outro ponto. Este é o significado usual 

de “uniformidade”, em que T é responsável pela equivalência de todos os pontos do 

espaço-tempo. 

O conceito de contração de grupo, por outro lado, foi introduzido inicialmente 

[48, 49] para formalizar e generalizar o fato bem conhecido de que o grupo de Galileu 

pode ser obtido do grupo de Lorentz tomando-se o limite não-relativístico c —)• oo. 

O processo geral de contração de grupo envolve sempre uma escolha preliminar de 

coordenadas convenientes, em termos das quais um certo parâmetro é explicitado. 

Uma cinemática nova pode então ser obtida tomando-se um limite apropriado deste 

parâmetro. No caso específico da contração do grupo de Lorentz para o grupo de 

Galileu, o parâmetro é a velocidade da luz c, e o limite é encontrado fazendo c tender 

ao infinito. 

Um outro exemplo bem conhecido de contração de grupo é aquele em que o 

grupo de Poincaré é obtido a partir de (lualquer um dos dois grupos de de Sitter 

através de um limite não-cosmológico [50]. Neste caso, o parâmetro de contração é 

o pseudo-raio de de Sitter 7^, e o limite é obtido tomando-se TZ ^ oo. Os espaços 

de de Sitter são soluções das equações de Einstein para um espaço vazio com uma 

constante cosmológica não-nula A = /?/4, sendo R a curvatura escalar dos espaços 

de de Sitter. Já que R oc este limite é equivalente ao limite em que A —> 0. 

Modelos cosmológicos inflacionários, por outro lado, supõem um valor muito 

grande [)ara a constante cosmológica A nos primeiros estágios do Universo. A relação 

entre seu valor atual* Aq e seu valor Kgut quando houve a quebra da simetria de 

grande unificação é [55] 

^GUT ~ Aq . 

Subseqüentemente, com a (juebra de simetria eletro-fraca, houve uma outra fase de 

transição de escala de energia da ordem de 

Aew ~ Ao . 

Logo, de acordo com este es(iuema, a constante cosmológiaca foi muito alta no 

começo do Universo, mudando mais tarde para Agut, depois para A^w, e por fim 

para Aq. Como A conseguiu mudar de um valor inicial tão grande para seu valor 

atual é uma questão em aberto. 

* Alguns resultados observadonais recentes parecem indicar um valor alto para a atual constante 

cosmológica. Veja, por exemplo, as referências [51, 52, 53, 54]. 
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Agora, por razõos de simetria, é tentador assumir um .V primordial infinito, em 

algum instante inicial, a ser seguido nas épocas posteriores por nm d('caim('nto (ou 

através de uma dependência temporal ou através de transi(,‘õ(ts d(’ fas(') mas ainda 

com um termo cosmológico grande (pie causasse a inflação. Toda matéria (energia) 

torna-se insignificante na presença de uma constante cosmológica infinita. d(> modo 

que no estágio inicial o espaço-tempo do Universo devia ser uma .solução limite para 

a equação de Einstein sem fonte com um A infinito. Usando contrações de Inõnü- 

Wigner [õO, 56] dos grupos e espaços de de Sitter. já se mostrou (pie esta solução é 

um espaço-tempo cone quadrimensional. cujo grupo cinemático correspomUnite é o 

grupo de Poincaré conforrn.e [57]. Neste espaço-tempo (Htne. a métrica é singular em 

todo lugar exceto num subespaço. o cone de luz rridimensional. Esta característica 

singular da métrica não proíbe a existência bem definida da conexão de L(>vi-Civita 

e do tensor de Riemann. Ela faz do cone (piadridimensional. (‘nti('tanto. um espaço- 

tempo muito estranho. Distâncias podem ser definidas somente no cone de luz, 

onde ela é nula entre quaisquer dois pontos. Em particular, nenhuma distância 

está definida nas seções tipo-espaço. Seções espaciais ])odem, entretanto. i('cuperar 

uma noção de distância no limite não-relativístico da velocidade da luz c infinita. 

Neste limite, o cone fornece sua métrica limite à seção espacial. Nossa meta aqui é 

estudar, usando contrações de Inõnü-Wigner, as propriedades g('ométricas e o grupo 

cinemático de tal espaço-tempo especulativo, em cpie ambas a constante cosmológica 

e a velocidade da luz são infinitas. Começamos com uma breve revisão dos espaços 

e grupos de de Sitter. 

A.2 Grupos e Espaços de de Sitter 

Os espaços de de Sitter são os únicos (>spaços-tempos métricos ((uadrimensionais 

uniformemente curvos [19]. Há dois tipos deles [58], um com curvatura {)ositiva. e 

outro com curvatura negativa. Eles poíhnn ser definidos como hiperfícies nos espaços 

pseudo-eiiclidianos E'^’' e inclusões cujos j)ontos em coordenadas cartesianas 

(^■^) C*) satisfazem, n'spectivamente. 

Usamos r]ab {a,h = 0,1.2,3) para a métrica de Lorentz r] = diag ( — 1. 1. 1. 1), e a 

notação e = r/44 P^-ra colocar ambas as condições acima juntas como 

(A.l) 
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() espaço (le de Sitter dS{À. 1), cuja métrica pode ser colocada na forma diagonal 

fjAi3 = ( — 1, +1, +1, +1, +1), tern o grupo pseudo-ortogonal 50(4,1) como grupo de 

movimentos. O outro, com métrica ijab = ( —1,+1,+1,+1, —1), é freqüentemente 

chamado de espaço de anti-de Sitter e é denotado por dS{3,2) porque seu grupo de 

movimentos é 50(3,2). Os espaços de de Sitter são ambos espaços homogêneos: 

c/5(4,l) = 50(4,1)/50(3,1) e d5(3,2) = 50(3,2)/50(3,1) . 

A variedade de cada grupo de de Sitter é o fibrado com o correspondente espaço de 

de Sitter como espaço base e £ = 50(3,1) como fibra [59]. 

Em coordenadas cartesianas Ç'*', os geradores das transformações de de Sitter 

infinitesimais são dados por 

d d 
■Jab - Vac - Vbc > (^-2) 

e satisfazem as relações de comutação 

[JaB', Jcd\ = VbcJad + VadJbc ~ IbdJac — VacJbd ■ (A.3) 

As coordenadas estereográficas ciuadrimensionais são definidas como [50] 

- n{x) x^ = x^ e = —TZ n{x) ( 1 ~ f 
4?e2 

(A.4) 

onde 

(! 

n{x) 
1 

1 + ecr2/47^2 
(A.5) 

(A.6) 

com i]ab- o /í“^ introduzido em (A.4) são as componentes de um campo 

de tetradas, ou melhor, membros da base de 1-formas a;“ = h^^^dx^ = n{x) 

Nestas coordenadas, o elemento de linha 

ds"^ - t]ab 

escreve-se como ds^ - dx*‘-dx‘', sendo 

— h fi h 1/ Tjiib — II (x) Tjfii/ 

(A.7) 

(A.8) 

o correspondente tensor métrico. Os espaços de de Sitter, portanto, são conforme- 

niente planos, com o fator conforme dado por n^{x). Poderiamos ter escrito sim- 

plesmente — n{x) x^, porém estamos usando cuidadosamente o alfabeto latino 

para os índices de álgebra (e espaço plano), e o alfabeto grego para índices espaciais 
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dos campos e cocampos. Como sempre acontece com mndangas de ('sjjaíjo tangente 

plano para espaço-tempo. letras dos dois tipos são intercamhiadas com a ajuda do 

campo de tetradas. Isto vale para finakiner índice tensorial. Conexões, (pie são 

vetores apenas no último índice (de 1-fornia). ganharão nm termo ('xtra d(' '‘váciio'’ 

[24). 

O símbolo de Christoffel correspondente à métrica é 

5„[lnri(j;)] . 

As componentes do tensor de Riemann correspondente, 

(A.9) 

7?^ —d r'' -(1 + r'' - r'‘ i/p(T — urr up í ^ (p^ i/fT ^ ra ^ i-^p ♦ 

são dadas por 

f ^ - é''V,9i/p] • (A. 10) 

O tensor de Ricci e a curvatura escalar são. conseíiüentemente, 

R,iu and (A.ll) 

Em termos das coordenadas os gerador('s (A.2) das transforma(;Õ)es de de 

Sitter infinitesimais se (^screvern como 

.u = (A.12) 

./„4 = + , (A.13) 

onde 

P,^^ 0. a; = (2p,a.rV - (j'V) (A. 14) 

são respectivamente os geradores de transla(,‘ões e as transformac^ões conforimvs pró- 

prias. Se e = -1-1, obtemos os geradores do grnpo de de Sitter 1). Se e = —1, 

obtemos os geradores do grnpo de de Sitter 50(3, 2). 

/ 

A.3 Contração para a Constante Cosmológica Infinita 

Consideremos agora o limite 7^ —> 0. Inicialmente, rec^screvemos as Eqs. (A.12) e 

(A.13) na forma 

•^nh 

J„A 

(A.15) 

P-', (A.16) 
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onde são os geradores do grupo de Loreiitz, e 

= + (A. 17) 

Ein termos destes geradores, as relações de comutação (A.3) tornam-se 

-^Ap] ilux ^np "I" Vpp Li/X 7/j/p Lfix Vpx Li/p , (A. 18) 

[^íi) -^Ap] i]p.x i^p ^pp tca ) (A. 19) 

[i^pi ^a] — 7^ Lp\ . 

Agora, no limite de contração 7^ 0, pode-se ver que 

e conseqüentemente, a álgebra de de Sitter contrai-se para 

Lxp\ z/i/A ^pp "b Upp Li/X ^ji/p Lpx VpX Lup 1 

(A.20) 

(A.21) 

(A.22) 

[A^j, Lxf^ z/^j_\Ap íjppl\x , (A.23) 

[Kp,Kx] = 0. (A.24) 

Estas relações de comutação coincidem na aparência com aquelas da álgebra de 

Lie do grupo de Poincaré. Todavia, o grupo de Lie correspondente a esta álgebra, 

denotado por Q e formado pelo produto semi-direto de transformações de Lorentz e 

transformações conformes próprias, é completamente diferente do grupo de Poincaré. 

Ele foi chamado de segundo grupo de Poincaré, ou grupo de Poincaré conforme [57], 

e é o grupo que determina a cinemática local de espaços com A muito grande. 

Pode-se ver facilmente que o limite de contração 77. —> 0 conduz ambos os espaços 

de de Sitter para um espaço cone quadrimensional, denotado por N, em que ds = 

0. Ele apresenta uma geometria relacionada gravitacionalmente a uma constante 

cosrnológica infinita, e seu grupo de movimentos cinemático é Q. Analogamente ao 

caso de Minkowski, N é também um espaço homogêneo, mas agora sob o grupo 

cinemático Q, ou s(ya, N — Q/C. Em outras palavras, o conjunto de pontos de N 

é o conjunto de pontos das transformações conformes próprias. O grupo cinemático 

Q, assim como o grupo de Poincaré, tem o grupo de Lorentz C como o subgrupo 

responsável pela isotropia do espaço cone N. Agora, porém, as transformações 
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conformes próprias introduzem tim novo ripo fio homogeiioifhulo. Do fato. ao invós 

de equivalentes por translações ordinárias, todos os pontos do .V são o(|uivalontos 

por transformações conformes próprias. 

Uma propriedade importante do ('spaço coik' .'V ó que seu tfuisor métrico é sin- 

gular em todo lugar, 

lim = 0 : lirri f/“' —> oo , (.\.25) 

exceto nos pontos definidos por = 0, onde 

fJfU/ ~ ■ 

Em outras palavras, a métrica acaba por ser dfdinida apenas no subespaço cone 

de luz tridimensional do espaço-tempo cone N. Ela é singular em qualquer outro 

ponto. Todavia, a conexão de Levi-Civita (.\.9) é bem definida em todo lugar, e 

conseqüentemente também o tensor de cuirvatura de Riemann. Um cálculo exi)lícito 

mostra que, enquanto ambos os tensores de curvatura de Riemann (' de Ricci se 

anulam quando 7^ ^ 0, a curvatura escalar vai para infinito: 

lim R ^ cc . (A.26) 
7í->0 

Esta é uma propriedade característica de um esijaço-tempo com uma constante 

cosmológica infinita. Finalmente, é importante nuuicionar que o grupo de Poincaré 

conforme Q, que é o grupo de movimentos do esjiaço f:oiie N. preserva a estrutura 

do cone de luz. 

A.4 Contração para o Limite Não-Relativístico 

Como já foi mencionado, nenhuma distância pode ser definida uns seções tipo- 

espaço do espaço cone N. No entanto, uma noção de distância pode ser recuperada 

no limite não-relativístico. Vamos então examinar o limite em (pie a velocidafle da 

luz c tende ao infinito. Para fazer isto, precisamos introduzir novas coordenadas 

de modo a explicitar c [48]. Denotamos as coordenadas velhas com uma barra e 

definimos as coordenadas novas co no 

Em termos das novas coordenadas, os geradon's do grupo de Poincaré conforme 

tornam-se {i = 1, 2,3) 

Ltj = rjikX^^Pj - rjjkX^P^ (A.28) 
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(A.29) Lii = -cD, 

/v, = cT, (A.30) 

K, = T, (A.31) 

onde usamos a notação 

= tP,-iuÁp (A.32) 

k j k 4. 2 
Ti = 2r,,t~Pi + Ín,t^P-t‘P, + '^Pi (A.33) 

cr cr C‘‘ 

„2 
T = 2tPP + fP + — P (A.34) 

cZ 

com P = d/dt c Pi = d/dx\ Além disso note que 

(7^ = + {r^/c^) , (A.35) 

com r'^ = + {x^)^. Em termos dos geradores Lij, Bi, T{ e T, as relações 

de comutação (A.22), (A.23) e (A.24) do grupo de Poincaré conforme podem ser 

reescritas na forma: 

[Lij, Z/í;/] = 7/jfc Lii + íiii ivjTj 7]ji Lii( T]ik Lji (A.36) 

[Lij,Bk] - t]jk Bi - i]ik Bj (A.37) 

[B,,Bk] = (A.38) 

[T„Dk] = -^prukT - (A.39) 

[T„Lki] = VikTi-riaTk (A.40) 

[T,Bk] = n (A.41) 

[T,Lki] = [T„n] = [T,T]=0. (A.42) 
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Vamos agora considerar o limit o r —> oc. É fácil vor (ino. iiost(' limití'. os g('ra(loros 

tomam a forma 

Li j — P, — Ujk-i'^Pi 

B, = tP, 

T, = -PP, 

T = 2t:PPi + PP. 

(A.43) 

(A.44) 

(A.4Õ) 

(A.46) 

A relações de comutação correspoiideiitos tornam-se 

[Liji Pki\ — ^Ijk Lfii + i]ii Lijji Lik ijik L ji (A.4t) 

[Lij.Bi,] = i)jkB, - i]ikBj (A.48) 

= [T„5,] = 0 (A.49) 

[Pi^Lki] = ilikTi — riiiTk (A. 50) 

[T,B,] = T, (A.51) 

[T,Lu] = [TuT,]^[T.T] = i). (A.52) 

Esta tabela de comutação coincide na forma com a álgebra de Lie do grupo de 

Galileu. O grupo, no entanto, é muito diferente do grupo de Galileu. Os geradores 

de rotação e boost, dados respectivamente por Z,,, e fí*., são os mtvsmos que atpieles do 

grupo de Galileu. Isto significa que o conceito de isotropia de espaço e a equivalência 

de referenciais inerciais coincide com aquele do grupo de Galileu. Entretanto, os 

conceitos de homogeneidatle de espaço e tempo são completamente diferentes. Ao 

invés de translações de espaço e temjto ordinárias, a homogeneidade de ambos espaço 

e tempo são definidas pelos geradores T, e T. respectivamente, dados pelo limite não- 

relativístico dos geradores conformes pró])rios. Por esta razão, chamamos este novo 

grupo de grupo de Galileu conforme. 
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A.5 Observações Finais 

Como é bem conhecido, através do processo de contração de Inõnü-Wigner TZ oo, 

ambos os grupos de de Sitter são reduzidos ao grupo de Poincaré V, e ambos os 

espaços-teinj^üs de de Sitter são reduzidos ao espaço-tempo de Minkowski M. Por 

outro lado, de modo similar tomando-se o limite 7^ —>• 0. que corresponde a A —)■ oo, 

ambos os grupos de de Sitter são contraídos para o grupo de Poincaré conforme 

Q, formado pelo produto semi-direto de transformações de Lorentz e conformes 

pniprias, e ambos os espaços de de Sitter são reduzidos ao espaço cone N, um 

(‘spaço-temjK) caracterizado por apresentar tensores de curvatura de Riemann e 

Ricci nulos, mas uma curvatura escalar infinita. Os espaços de Minkowski e o 

espaço-t('inpo cone j)odeni ser considerados duais entre si no sentido de que suas 

ge(unetrias são determinadas, respectivamente, por uma constante cosmológica nula 

e infinita. O mesmo pode ser dito de seus grupos de movimento cinemáticos: V 

está associado a uma constante cosmológica nula, e Q a uma constante cosmológica 

infinita. A transformação de dualidade conectando estas duas geometrias é a inversão 

espaço-temporal 

Sob tal transformação, o grupcj de Poincaré V é transformado no grupo de Poincaré 

conforme Q, e o espaço de Minkowski M torna-se o espaço cone quadrimensional 

iV. üs pontos no infinito de M estão concentrados no vértice do espaço cone N, e 

a(iueles no cone de luz de M tornam-se o infinito de N. 

Agora, como vimos, a métrica de N é singular em toda parte exceto no cone de luz 

tridimensional, onde ela coincidí! com a métrica de Minkowski Embora aceitável 

sob o ponto de vista matemático, um Universo descrito por tal espaço-tempo seria 

bastante peculiar. Xenhuma distância poderia .ser definida, exceto no cone de luz 

onde ela seria sempre nula. Entretanto, no limite não-relativístico c —oo, a noção 

de distância é recuperada. Por outro lado, como é bem sabido, neste limite, o grupo 

de Poincaré é contraído para o grupo de Galileu, e o espaço-tempo é dividido em 

duas partes desconexas, um espaço euclidiano tridimensional e um eixo temporal, 

(jue torna-se um parametro. Sol) o mesmo limite, o grupo de Poincaré conforme Q 

é contraído para nm grupo (lue inclue as mesmas rotações tridimensionais e trans- 

formações de boost do grupo de Galileu, porém translações espaciais e temporais 

são trocadas pelo correspondente limite não-relativístico da transformação conforme 

própria. Curiosamente, este grupo apresenta a mesma álgebra de Lie abstrata do 

grupo de Galileu, e por esta razão foi chamado de grupo de Galileu conforme. De 

forma análoga ao que ocorre com o espaço de Minkowski, quando c —»• oo o espaço 



e um eixo temporal, cjue também neste limite torna-se mu parâmetro. Além disso, 

como o espaço euclidiano tridimensional vem do eotu' de Inz. onde a métrica é bem 

definida, a métrica do espaço euclidiano resultante .será também bem definida. O 

grupo de movimentos deste espaço é o grupo de Galileu conforme, cujos geradores 

de transformações infinitesimais são dados pelas Eqs. (A.43)-(.A..4G). 

Finalmente, é importante mencionar cpie a ordem das contrações (A —>■ oo depois 

c —> oo, ou c —)■ oo depois A —> oo) não é importante no resultado obtido. Os 

resultados intermediários, entretanto, mudariam. De fato. o limite não relativístico 

(c oo) dos grupos e espaços de de Sitter levam resjjectivamente ao grui)o e 

espaço de Newton-Hooke [60]. Uma contração para constante cosmológica infinita 

(A —> oo) levaria então ao grupo de Galileu conforme. 
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