


TD-02/92 

DENIS DALMAZI 

FUNÇÕES DE CORRELAÇÃO EM CORDAS 

E SUPERCORDAS NÃO CRÍTICAS 

Tese de Doutoramento 

re^dizada sob a orientação 

de Méiria Cristina B. Abdalla 

e Abraham H. Zimermam no 

Instituto de Física Teórica 

da UNESP. 

São Paulo \ 

1992 



Agradecimentos 

Eu gostaxia de agradecer primeiramente aos meus orientadores Maxia Cristina B. 

Abdalla e AbraJbam H. Zimermam pela orientarão e principalmente pela confiança em Tnim 

depositada. Agradeço também aos meus colaboradores Elcio Abdalla Abdalla e 

Koji Harada com os quais muito aprendi e tive a rara oportimidade de participeir no 

desenvolvimento de um trabalho interessante muna àxea altamente competitiva da física 

atualmente. 

Eu sou grato, pela hospitalidade, ao Instituto de Física Teórica da Unesp e ao II. 

Institut Fuer Theoretische Physik da Universidade de Hambiurgo (Alemanha). 

Pelo apoio financeiro na fase fineJ do doutor^lmento agradeço à FAPESP e nas fases 

inicial e intermediária agradeço ao DAAD (Deutscher Akademischer Austauschdienst) e 

à CAPES que conjimtzimente através de uma bolsa Sandwich tomaram possível a minha 

estada na Alemanha, onde estive sob a supervisão de H. Nicolai. 



Resumo 

Nesta tese nós descrevemos recentes avanços na formulação no contínuo de teorias 

(super)conformes com carga central Cm < 1 {cm < 1) acopladas a (super)gravi tação 

bidimensional. São apresentados também novos restdtados relativos a cálculos não pertur- 

bativos de funções de correlação de operadores taquiônicos (caso bosônico) e operadores de 

vértice no setor de Neveu-Schwarz (caso supersimétrico) nas teorias acima citadas quando 

formuladas em superfícies esféricas. Sempre que pKJssível os resultados são comparados 

com aqueles obtidos na versão discretizada de tais teorieis, ou seja, modelos de matrizes. 



Abstract 

In this thesis we describe recent progresses in the continuum approach to two dimen- 

sional quantum (super)gravity coupled to (super)conformEil theories with centreil charge 

Cm < 1 (cm ^ !)• We also present new resnlts conceming non perturbative calculations 

of correlation functions of tachyon operators (bosonic case) and vertex operators in the 

Neveu-Schwíirz sector (supersymmetric case) in the above quoted theories when formu- 

lated on surfaces of spherical toj>ology. The results are compared to the ones obtained in 

the discrete approaich, i.e., matrix models whenever possible. 
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I- INTRODUÇÃO 

Uma das teorias mais interessEintes das últimas décadas da física de partíciilas ele- 

mentares é a chamada teoria de cordéis (e supercordas) que era conhecida nas déceidas de 

60 e 70 como teoria de modelos duais . Encarada como uma teoria unificada de peirtícxilas 

elementares onde a ação era proporcional a áxea varrida pela corda imersa no espeiço- 

tempo, essa teoria foi estudada com algiim entusiasmo até o im'cio da década de 80. O 

principal problema de tais teorias era o apeirecimento de pzirtículas não físicas no seu espec- 

tro, como táquions, e a existência de mna dimensão crítica {D = 26) onde a teoria pioderia 

ser quantizada consistentemente. Na tentativa de resolução de tais problemas a teoria foi 

completamente reformulada na década de 80. O principal ingrediente desta reformulação 

foi o trabalho inspirador de A.M. Polyakov^ que introduziu uma métrica bidimensional 

Çab que descreve a geometria da superfície M varrida pela corda. Com essa introdução 

aparece, além da esperada invariância por reparametrizações da superfície Aí, a chamada 

invariância de Weyl, a nível clássico. A métrica gab desempenha mn papel auxiliar e é 

eliminada através de suas equações de movimento levando a equivalência com a antiga for- 

mulação (a mVel clássico) onde a ação era proporcional a área da superfície Aí. Entretanto 

a m'vel quãntico Polyahov mostra em [1] que a simetria de Weyl é quebrada na integral de 

trajetória e com isso um dos três graus de fiberdade da métrica Çab se toma dinâmico e sua 

dinâmica é governada no gauge conforme pela chamada ação de Liouville. Para D = 26 

a invariância de Weyl é restaurada e a métrica é totahnente eliminada (corda crítica). 

Segimdo Polyakov, para entendermos o que acontece para D <26 (corda não crítica)^) é 

preciso estudar a quantização da teoria de Liouville . O objeto de estudo desta tese está 

inserido neste contexto. Infehzmente tal quantização se mostrou extremamente compli- 

cada esp>ecialmete por duas razões. Primeiro, na ação de Liouville existe runa interação 

expionencial no campo de Liouville {<j>) presente no termo cosmológico (e“*^) e a expansão 

pertmbativa para a pequeno aparentemente não converge . O outro problema é que a 

medida da integral de trajetória \D<j>\g não é invariante por translações em <f> como nor- 

malmente se esperaria. Por estas razões, apesar de algum progresso®’® o mesmo Polyakov 

decide deixEir de lado o gauge conforme, que ele havia utilizado em [Ij para obter a ação 

Para £) > 26 a teoria não é unitária. 
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de Liouville , e parte para o chamado gauge do cone de luz que será descrito na seção 2 do 

capítulo II desta tese. 

No gauge do cone de luz Polyakov e colaboradores^’^’'* conseguem calcular de forma 

não perturbativa quantidade físicas como dimensões conformes de camjx>s primários mod- 

ificadas pela ação do camp>o gravitacionaJ. A comparação com resultados obtidos via 

simulação numérica de certos modelos estatísticos é perfeita. Entretanto em contrapartida 

210 gauge conforme, os resultados obtidos no cone de luz são válidos ap>enas para suj>erfícies 

Ai de geometria esférica (gênero nulo) . 

Com o intuito de reproduzir os resultaxios de Polyeikov no gauge conforme, que permite 

vuna generalização imediata para outréis sup>erfícies de gênero maior, há dois anos atrás, 

F.David^ e J.Distler em colaboração com H.Kawai® reformuléiram o esquema do gauge 

conforme . Com o uso de Tima medida \D4>\g invariante por translações em <f> esses autores 

conseguiram de fato reproduzir os resultados de [2,3,4] para a esfera e generalizá-los para 

sup>erfícies de Riemann de gênero arbitrário. A formuleição de [7,8] é descrita na seção 3 do 

capítulo II. Na formulação de [7,8] todavia, o termo cosmológico não é tratado de forma 

adequada. Embora tal tratamento não tenha sido nescessário para o cálculo dos expoentes 

críticos já obtidos no cone de luz, se quiséssemos resultados mais precisos, como funções de 

correlação de operadores físicos, uma compreensão mais profimda da importância do termo 

cosmológico seria indispensável. Essa compreensão só viria com o trabalho de Goulian e 

Li® e outros autores*®’**’*^ através da chamada técnica do modo zero. Nela o modo zero <f>o 

do campo de LiouviUe é integrado fazendo com que o termo cosmológico caia da ação para 

o integrando da integral de trajetória e através da continuação para valores não inteiros de 

um certo parâmetro s (vide capítulo III) os autores acima obtiveram funções de correleição 

de op>eradores primários em teorias conformes com carga central ^ 1 em interação com 

a gravitação bidimensional em superfícies esféricas. 

No capítulo IV apresentamos os resultados que obtivemos*^’*^ para teorias super- 

simétricas com Cm < 1 (ou < |) no cálculo de funções de correlação de op>eradores 

de vértice (no setor de Neveu-Schwarz) , também em superfícies esféricas. Tais cálculos 

generalizam os resultados bosônicos de Goulian e Li e outros autores e constituem a parte 

mais importante desta tese. No capítulo V temos vários comentários e conclussões sobre 

os resultados apresentados. 
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Como comentário finai é importante esclarecer ao leitor que o material apresentado 

nesta tese se restringe a apenas dois métodos (cone de luz e conforme) utilizados no es- 

tudo de teorias (super)conformes acoplswias a (super)gravitação bidimensioneil. Existem 

atueilmente outros métodos até mais poderosos utilizados em tal estudo. Dentre eles se 

destacam os modelos de matrizes que oferecem soluções não perturbativas (com relação a 

constEinte de acoplamento da corda) para fimções de correlação de op>er£idores primários 

em teorias bosônicas com c„, < 1 que são válidos paira superfícies de gênero arbitrário. No 

capítulo III desta tese tais resultados serão simplesmente copiados da literatura para efeito 

de comparação com os métodos utilizados aqui. Existe atualmente uma vasta literatiura 

sobre modelos de matrizes onde recomenda-se especialmente os artigos de revisão [15] e 

[16]. 

Uma outra limitação desta tese é que estaremos interessados apenas no acoplamento 

a gravitação ( por razões que ficarão claras no decorrer da leitura) de teorias conforme com 

carga central < 1 (c„, < 1) pouco será dito sobre a região de acoplamento forte 1 < 

Cm < 25(1 < c^ < 9). Para cálculos análogos aos realizados aqui na região 25 < < 26 

(no caso bosônico) ao leitor é sugerida a leitura de [17]. 
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CAPÍTULO n - GRAVITAÇÃO INDUZIDA EM DUAS DIMENSÕES 

n-l-Introdução 

Há cerca de dez anos atrás A.M.Polyakov num trabalho^ extremamente inspirado (e 

inspirador) obteve a ação efetiva da gravitação (e sup>ergravitação ) em duas dimensões via 

integral de trajetória, revelando a relação entre a anomalia de Weyl e a dimensão crítica 

D = 26 (ou D = 10 no caso fermiônico) da teoria de cordas. 

No trabalho original de PolyaJíov as coordenadas da corda = 0,1, • * •, D — 1) 

são acopladas a gravitação bidimensional, representada pela métrica gabí como D camp>os 

escedares: 

Sm{9,X) = -^ f d'^zy/^x>^nx^ , (2.1.1) 
Jm 

onde □ representa o laplaiciano sobre campos esclares em Aí : 

□ = (2-1-2) 

A fimção de partição da gravitação em duas dimensões é obtida através da soma sobre 

diferentes topologias da função de partição da topologia fixa: 

OO • _ 

í[Dgab]e~^ . (2.1.3) 
h=o-' 

onde h representa o gênero da sup>erfície Aí, A é a constante de acoplamento da corda, fio 

é a constante cosmológica nua e Fe// é a ação efetiva da gravitação induzida pela matéria 

representada por Sm- 

Note que a ação de Einstein em duas dimensões é topológica: 

J‘z^R = l-k (2.1.4) 

Consequentemente Z em (2.1.3) pode ser observada como uma expansão em loops onde h 

determina o número de loops e fciz o papel da constante de Planck. 

O maior mérito de PolyaJíov foi o cálculo exphcito de Fe// indicada abaixo: 

= í . (2.1.5) 
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o principal ingrediente do cálculo do lado direito de (2.1.5) é o requisito de invariância p>or 

repaxametrizações . A medida invariante por reparametriazações [DX*^\g é definida por: 

= 1 , (2.1.6) 

com 

\\6Xf = J dPa^8X>^8X^ . (2.1.7) 

0 cálculo em [1] foi realizado no gauge conforme: 

9ah = e^ffat(7-,) (2.1.8) 

onde Qab 8 & chamada métrica fiducieil e é função apenas dos parâmetros modulares rj da 

sup>er£ície M.. O campo <p é chamado inicieilmente de grau de liberdade de Weyl. Note 

que Sm além de ser invariante por reparametrizações de Af é também invariante sob 

tranformações de Weyl caracterizadas p>elo parâmetro auj(2): 

S'^gah = OC^9ab , . (2.1.9) 

No gauge conforme, (2.1.9) equivale a uma translação em <j>. Nesse gauge reescrevemos 

(2.1.5) como: 

=/ m,' 
-Sm {g,X)-SgH (g,b,c) (2.1.10) 

Onde Sgh é a ação de Faddeev-Popov para os fantasmas (c“) e eintifantasmas (6“) introduzi- 

dos na fixação de gauge e integrados eicima com medidas invarieintes p>or reparametrizações 

a exemplo de X**. Perceba que devido a invariância de Weyl de Sm e Sgk o fator de Weyl 

4> desaparece em tais termos. A observação fundamental de Polyakov é que as medidas 

eicima, embora invariantes por reparametrizações , não são invariantes por Weyl, fazendo- 

se -f em (2.1.10) obtemos mna eq. diferencial para Fe//. Calculando a varieição 

das medidas com um regvdador invariante por reparametrizações obtemos: 

^_hfl 
8<i> 

(2.1.11) 

Integrando, temos o resultcido finzd obtido por Polyahov: 

r.,fie*g] 
(£> - 26) 

487T 
^<fÚ<f> - R(f> + /ie^ (2.1.12) 
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0 coeficiente de (2.1.11) ou (2.1.12) está associado a ceirga central da álgebra do tensor de 

energia momento de Sm + Sgh, ou seja, no caso geral de matéria com carga central Cm 

teríamos Cm ao invés de D nas expressões acima, o que será usado daqui em diante. A ação 

em (2.1.12) é a ação de Liouville com <j> o camp>o de Liouville . Integrando o campo de 

Liouville com uma medida invarizmte por reparametrizações obtemos uma ação efetiva paxa 

a métrica fiducial Çab- Para uma topologia fixa temos (usando [Dçablg — \^9a^g\P^]g)‘- 

Z = (2.1.13) 

e-r;,,(í) ^ (2.1.14) 

Antes de prosseguirmos observe que a medida [T>(j>\g aoima é induzida a partir de [Dça^g 

no gauge conforme como segue. Analogamente a (2.1.6) e (2.1.7) temos: 

II<^5||^ = , (2.1.15) 

onde a é uma constante positiva. A definição acima no gauge conforme (2.1.8) induz a 

medida [D(f)]^4g de (2.1.4): 

llíjf = í . (2.1.16) 

A medida acima é invaxi£mte sob: 

(j) —¥ (f> — cr 

9ab ^ ® 9ab 
(2.1.17) 

Aplicando em (2.1.14) com auxílio da fórmula: 

VgRig) = VèlMg) - â^] , (2.1.I8) 

onde Çab = ^'^gab-, obtemos: 

r'e//( 
(26 - Cm) 

487T 
j ^zy/^ -oÔcr — Ra (2.1.19) 

Comparando com (2.1.12), com Cm no lugar de e p = 0 , vemos que a ação de Liouville 

(2.1.12) está associada com a carga central 26 - Cm contrária a carga central - 26 

da matéria e fantasmas. Ou seja, a carga central total da matéria acoplada a gravitaçâo 
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é nula. Esse ponto é extremamente imp>ortante como veremos no decorrer desta tese e 

simplesmente significa que a teoria totaJ da gravitação e matéria ,quando quantizaxla, não 

é anômala. 

Para discutirmos a ação induzida Pg// no gauge do cone de luz (próxima seção ) 

seria importamte deduzi-la de forma independente de gauge. Definindo o tensor energia 

momento da gravitação (Tofc) como: 

T“^ = —(2.1.20) 
y/g OÇab 

é fácil ver (usando (2.1.18)) que a equzição diferencial (2.1.11) é equivalente a anomalia do 

traço do tensor energia momento: 

T; = = ^*9) ■ (2.1.21) 

Já que não existem anomalias de repaxametrizações na nossa teoria podemos desfazer as 

repaxametrizações que nos trouxeram de uma métrica genérica Çab ao gauge conforme 

(2.1.8) sem problemas, ou seja, admitiremos que a equação da anomalia eicima vale paxa 

qualquer Çab- Não é difícil de se convencer (usando (2.1.18)) que a ação covaxiante por 

repaxametrizações e que satisfaz (2.1.21) eicima é não local e dada por: 

Tcffig) = Jd^z^{m-^R + 2fi) . (2.1.22) 

A equação acima se reduz evidentemente a (2.1.12) no gauge conforme e será o ponto de 

partida das análises da próxima seção . 

Em busca de uma dedução mais rigorosa de alguns resultados desta seção o leitor 

F>ode consultar, p.ex., [18,19]. 
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n-2- o gauge do cone de luz 

Como visto na seção anterior, a queintização de gravitação induzida em duas dimensões 

corresponde no gauge conforme a quantização da ação de Liouville . Entretanto esse é 

mn problema difícil princip>almente p>elo fato de possuirmos uma interação exponencial (o 

termo cosmológico) e também pela forma complexa da medida ['D<f>]c*g que não é invari- 

ante tremslacional, como já vimos. Tais dificuldades levaram Polyeikov e colaboradores^’^ 

a introduzir o chamado gauge do cone de luz. Nesse gauge Polyakov descobriu uma sime- 

tria SL{2,3?) KEic-Moody que lhe permitiu resolver a teoria exatamente e calcular algims 

expoentes críticos de teorias conformes com c„, < 1 acopladas a graviação . Nesta seção 

apresentaremos de forma suscinta os progressos feitos por Polyakov e colaboradores no 

cone de luz. Os tralhos originais desses autores apresentam os resultados de forma não 

hnear o que dificulta sua leitura, por isso seguiremos outro trabalho^® onde sutilezas de 

[2,3] foram parcialmente escleirecidas. 

Começaremos com um estudo clássico das eqs. de movimento, que no caso de gra- 

vitação correspondem ao anulamento das compontentes do tensor energia momento. E 

conveniente obtermos primeiramente a partir da ação induzida covaxiante da seção anterior 

(2.1.22) o tensor energia momento covariante indep>endente da fixação de gauge. Um longo 

cálculo leva : 

rpab 

onde 

oTT 2 
(2.2.1) 

No caso de uma sup>erfície Ai planar com métrica minkowiskiana {çab = Vab — (+•”)) 

podemos introduzir coordenadas de cone de luz (i^ = ± x^) e fixar o gauge do cone de 

luz de Polyakov: 

(Ps = h+^{dx'^y +2{dx'^dx ) (2.2.3) 



No gauge acima temos de (2.1.22) : 

fco f 
cPx 

{díffd+f &Lfd.d^f 

{d.fy {d./y 
(2.2.5) 

^—-4^ ~2 6h++ ^ ’ 
(2.2.6) 

onde {/, X } é a derivada de Schwarz: 

^ d-f 2 \d-f) ■ 
(2.2.7) 

Note que através da introdução da parametrizcição de em função da variável / em 

(2.2.4) foi jx>ssível se obter uma forma local para Fe// (em função de /) o que para uma 

função genérica não é válido. 

No cone de luz o único grau de liberdade é /i++ cuja equação de movimento é (vide 

(2.2.6)): 
éF 

6h ++ 
= 0 {f,x } = 0 . (2.2.8) 

A equação de movimento acima é invarieinte, como observado em [20], por treinsformações 

5Z(2,3?) que dependem de x"*" : 

fA(x-H)/ + B(£^ 1 

^ \C{x+)f + D{x+y j 
(2.2.9) 

:+)/ + £>(: 

com AD — BC = 1. 

Devido a simetria SL{2,3?) demonstra-se que a solução mais geral de (2.2.8) é dada 

por 

f(x+ x~) = +b{x+) 
^ c(x+)x--h d(x+) 

com ad — cb = 1. De onde temos (por brevidade h = no que segue) : 

h = = r(x'*‘) + s(x'^)x~ + t{x'^)(x~y 

onde 

d-f 

r = dd^b — bd^d 

s = dd^a — adj^d + c5+6 — bd^c 

t = cd+a — ad+c 

(2.2.10) 

(2.2.11) 

(2.2.12) 
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0 fato de resolvermos completamente a teoria clássica em função de r,s,t indica 

que essas fimções jx>dem nos ajudar na solução da teoria quântica. Para isso tentaremos 

deduzir identidades de W-T envolvendo primeiramente , seguindo Polyakov, funções de 

correlação de h e caimpos primários da matéria representados por (não confundir com o 

campo de Liouville das outras seções ). Através dessas identidades a interpretação de r, s,í 

se tomará clara. Com esse fim, notemos que segimdo mna variação 6f temos de (2.2.5): 

Essa expressão nos sugere reparametrizações (quirais) : ou seja, 

6f = e"5_/ (2.2.14) 

o que implica: 

Sh = {d-h- hd- + ô+)e" (2.2.146) 

Admitindo que na matéria existam campos primários <^, de peso Aq, que se transformam 

sob as reparametrizações acima da seguinte forma. 

6(f> = € d—(f> Ao(d_e )$i. (2.2.15) 

(2.2.16) 

se efetuarmos tal reparametrização na função de correlação (<^(xi) • • • ^(x„)), supondo que 

a medida Vf herdada de [Dgab]g seja invariante, usando (2.2.13) teremos: 

(Pxdthe~^ <f>{xi)---<f>{xn)) + 

n 

i=l 

onde o fator i veio da ftmção de partição ). 

Derivando a expressão acima com relação a c(y) e usando 

(2.2.17) 

obtemos 

r-í(y d -x] 
{h{y)4>{xi) ■ ■ ■ <f>(Xn)) = 

j=l \ ^ 

X {4>{xi) ’ - • <f>{Xn)) 

y+ — lí dxi (2.2.18) 
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com h koh . 

Introduzindo os geradores /“ abaixo 

í? = X- ^ + A„ 

/■ = 
dxj 

que satisfazem uma álgebra SL{2,3?): 

(2.2.19) 

[/+,/-] = -2/® 

[/",/*] = ±1^ (2.2.20) 

vemos que (2.2.18) p>ode ser escrita na forma de identidades de W-T que aparecem em 

modelos de WZNW : 

{j°(v)'Kxi)■■■ í(x„)) = ^ ^ +Wxi)■ ■ ■ ^{x„)) 
jT, y* - 

Se definirmos as correntes através da expressão abaixo 

(2.2.21) 

%) = j''’(y''")-2/(y''’)y +j (y'''){y f- (2.2.22) 

De forma análoga a (2.2.18) podemos obter: 

{Hy)h(xi)---h{xn)) = ^ 
d . ^y 

y+-xj dxj'^^y+-xt 

(h{xi) 

(2.2.23) 

h{xn)) 

e consequentemente 

n ya6,- (2.2.24) 

S r+—(xj) • • -/"(2^n)) 
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onde T/"*”" = Tj = 2, = —1 e /“*£. são as constantes de estrutura do 5L(2,3f). 

As expressões (2.2.22) e (2.2.24) confirmam a interpretação dos coeficientes r, s,t de h 

como relacionados a correntes j“(x'*') que gereim uma simetria Kac-Moody SL{2,3t) com 

extensão central ko . O próximo passo consiste em calcular renormalizcições de parâmetros 

físicos como a extensão central ko e dimensões conformes Àq. Para isso KPZ*^ estudam as 

reparametrizações da métrica Çab do gauge do cone de luz (2.2.3) que preservam a forma 

desse gauge, ou seja, de 

com y+_(x) = 5^_(x') = 1 e g (x) = g' (x') = 0, temos infinitesimalmente as simetrias 

residuais do cone de luz : 
x'"*" = x"*" + e(x'*’) 

(2.2.25) 
x'~ = x“ + T){x'^) 

e sobre h: 

èh = (a+ + d-h - hd-){ri - x~d+e + th) (2.2.26) 

A partir de 8h obtemos de (2.2.22) as transformações das correntes e com ajuda da 

álgebra de correntes (2.2.24) podemos determinar os geradores das transformações residuais 

associadas aos parâmetros t e Tf acima, encontramos respectivamente (vide detalhes em 

[20,21,23]): 

Q, = T^+ = T++ - 2hT+. 

= + a+j" - d+r^- (2.2.27) 

Qv - j~ = ^+- 

onde k corresponde a extensão central (renormalizada) da álgebra de correntes (2.2.24). 

Novamente através da álgebra de correntes (2.2.24) podemos obter a expansão a curtas 

distâncias de e T^- ; 

rí,(x)TÍ,(x')=- 
((i+2) 
. 3t 

1 V(t+2) 

2 (x'+-X+)4 
+ 

2T^,(x') 

+ 

+ 

r+ - rr' + 

rpN ( \rp f 2T+_(x') 

T+.(x)T+_(x') =0 + 

+ 

(x+ — x'"*")^ 

X — X 

.1+ 

x+ — x'"*” 

.(x+ -x'+) 

+ 

(2.2.28) 
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Onde as reticências representam termos não singulares. 

A invariância dos estados físicos, na teoria quântica, sob as transformações residuais 

geradeis por Qi e pode ser consistentemente implementada na teoria total de gravitação 

e matéria através dos vínculos T^^(total) = T+_(totai) = 0 se a carga centred total for 

nula. Observando que (vide [2,22]) a contribuição dos fantasmas no cone de luz é —28 e 

não —26 como no gauge conforme e que Cgrav = {k+2) ~ (2.2.28)) temos: 

CT = Cm - 28 + 
3Jfc 

{k + 2) 
-6k = 0 

de onde temos duas soluções : 

(2.2.29) 

^ + 2 = J^(Cm - 13 ± \/(Cm - l)(Cm “ 25)), (2.2.30) 

como fco no limite semiclássico (cm —^ —oo) é dado por ^ (vide (2.2.2)) para que haja 

concordância com k acima no mesmo limite devemos escolher o sinal positivo em (2.2.30). 

Além de obterem a carga central renormalizada k , KPZ^’^ também obtiveram pesos 

conformes renormalizados pela ação da gravitação : 

bem como a susceptibilidade (7) da corda, que determina o comportamento da função de 

pzirtição com relação a área A da superfície Ai: 

Z{A) a A-^-^dA. (2.2.32) 

onde : 

7 = -ik - 1 (2.2.33) 

A concordância (vide [3]) com exp>oentes críticos obtidos em modelos discretos definidos 

em redes aleatórias ( que simulam a gravitação ) é perfeita. 

Na próxima seção veremos como reproduzir tais resultados acima no gauge conforme. 

Antes dissso três comentários: 

1) Das expressões acima vemos que na região 1 < c„, < 25 expoentes críticos se tomam 

complexos o que assinala uma transição de fEise no sistema. A região acima é chamada 
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de região de acoplamento forte da gravitação e praticamente nada se sabe sobre ela. Nos 

capítulos III e IV nos restringiremos a teorias que se situam abaixo da barreira c„, = 1, 

isto é, Cto < 1 . 

2) Note que a introdução de coordenadas de cone de luz foi p>ossível ao assumirmos que 

M era uma sup>erfície localmente plana (do tipo Minkowisky) por esta razão os resultados 

de KPZ são válidos ap>enas para a esfera, vista como projeção estereográfica do plano. Não 

se sabe como generalizar os cálculos de KPZ para outras superfícies de Riemann. Essa é 

a maior motivação paxa a próxima seção onde resultados de expoentes críticos via gauge 

conforme (defimVel em qualquer sup>erfície de Riemann) serão obtidos para sup>erfícies mais 

gerais. 

3) Os cálculos desta seção foreim generalizados para o caso supersimétrico em [24] e 

no liltimo trabalho de [3]. 
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II-3 O gauge conforme 

Na primeira seção deste capítulo vimos que a função de p^l^tiçâo de uma teoria con- 

forme de carga central acoplada a gravitação no gauge conforme é dada por (para uma 

topologia fixa) : 

2= j (2.3.1) 

As medidas são definidas com gab = ^'^Qab • 

Já havíamos visto que a medida [D<j>]g não é invariante por translações em <f> devido ao 

fator y/g = y/ge^ . Esse é iim dos principais problemas na quantização da teoria acima, que 

foi resolvido apenzis recentemente em [7,8]. Esses autores, sem demonstraqão , assumem 

que a passagem da medida [D<j>]g para [I^^j j definida abaixo (analogamente para os demais 

campos) : 

\\6<l>f = j éxy/l{S(f>f, (2.3.2) 

é feita através de um jacobiano J, ou seja: 

[V<l>]g[VX]g[VhVc]g = [V4>UV X]g[VbVc]g J. (2.3.3) 

com o seguinte ansatz^^: 

J = , 

SM,g) = ^ I 

Em [7,8] a constante Q é determinada a partir do anulamento da carga central total. 

Com /i = 0 em (3.1.5) temos mna teoria conforme com tensor energia momento : 

,a<b 
(2.3.5) 

(2.3.6) 

e carga central Cl = 1 + 3Q^. Portanto : 

cj' = 1 -|- -b Cjn ~ 26 — 0 

Poderiamos ter também um coeficiente arbitrário na frente do termo cinético, mas após uma re- 
definição de 4> voltaríamos a um ansatz com dois parâmetros livres apenas. 
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implica^^ 

^ /25-c 

<? = V (2-3.7) 

A constante a é fixada impondo-se que e“*^ seja um operador conforme (1,1). Com o 

tensor energia momento (2.3.6) temos: 

A(e"^) = -^a(Q + a) = 1 (2.3.8) 

= -y ± - 8 = T \/l - Cm) (2.3.9) 

De forma análoga ao ceiso da caxga centreil renormalizada (k) da álgebra SL(2,^) Ka^- 

Moody do cone de luz, veremos posteriormente que para obtermos concordância com re- 

sultados semiclássicos (c^ —» —oo) é preciso que tomemos a solução a+ de (2.3.9). 

Neste ponto é importante comentar que as constantes Q e de (2.3.7) e (2.3.9) 

já haviam sido determinadas há muito tempo atrás em [5,6] embora a relação com a 

definição da medida da integral de trajetória não fosse conhecida. Em [5,6] Q e a foram 

determinaxlos utilizando-se quantização canônica e tratzindo o termo cosmológico como 

perturbação usando o seguinte ansatz para o tensor energia momento: 

ri = -i: -f af ^ +1^-- e"*: (2.3.10) 

Impondo-se que a álgebra do tensor energia momento total formado por e T/* se 

feche com carga centrEil total nula obtem-se em [5,6] exatamente (2.3.7) e (2.3.9). Apesar 

de tais progressos parciais, somente com o trabalho recente de [7,8] foi possível calcular 

qucintidades físicas como expoentes cnticos como veremos a seguir. 

Segundo [7,8] a integr^ll de trajetória da matéria com carga central Cm em interação 

com gravitação no gauge conforme pode ser escrita como (para topologia fixa): 

2 = (2.3.11) 

onde Sl é dada em (2.3.5) com Q e a de (2.3.7) e (2.3.9) e a medida [P/x]j inclui, além 

dos campos de matéria e dos fantasmas, o campo de Liouville . Essa medida, como vimos 

anteriormente, é invariante translacional em ^ e é definida com relação a métrica fiducial 

9ab(Ti) . 

A escolha de sinal é irrelevante. 
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Tendo definido a função de partição (2.3.11) podemos introduzir a função de partição 

para área fixa {Z{A)) com o intuito de calcularmos alguns expoentes críticos e comparar 

com resultados obtidos no cone de luz : 

Z = dAe-^^Z{A) (2.3.12) 

Z{A) = J {^j (2.3.13) 

e efetuando uma translação <f> —* <f> ap>enas o argumento da fimção delta e o termo 

proporcional a curvatura É de 5'l(/í = 0) serão modificados já que p é uma constante. 

Assim temos : 

Sl 

6 

(2.3.14) 

Portanto 

Z{A) = (e-M) , (2.3.15) 

ou seja, 

Z{A) ~ A^ -3 (2.3.16) 

de onde temos a susceptibilidade 7 : 

a+ 

= - 25 - v'(25 - c„)(l - c„)j + 2 

(2.3.17) 

(2.3.18) 

O resultado acima concorda com o obtido por KPZ (vide seção anterior) para a esfera 

(h = 0). Com a identificação : 

—1- = (2.3.19) 
k + 2 2 ^ 

Além disso (2.3.18) generaliza resultados de KPZ para superfícies de Riemann de gênero 

superior. Poderiamos igualmente calcular dimensões conformes renormalizadas (vide [8]) e 

confirmar (2.2.31) de KPZ. Distler e Kawai em [8] efetuam esse cálculo definindo a função 

de correlação de um certo operador primário # de dimensão conforme Ao (e sem spin) 

através de; 

($) = J 
—(5í + 5m+-S'í»i) (2.3.20) 
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Ou seja, o caxnjx) de matéria $ deve ser vestido por e integrado sobre a superfície 

M. 0 vestimento é fixado impondo-se que o integrando seja um operador conforme 

(1,1) para garantirmos invariância da função de correlação sob transformações geradas 

F>elo tensor energia momento. Com o tensor energia momento (2.3.6) isso implica em: 

A(e^^$) = Ao - ^^(Ç +/5) = 1 (2.3.21) 

[V25 - c„, T - Cm + 24Ao) (2.3.22) 

ou ainda   

= p.3.23) 

0 esquema descrito acima será utilizado nos capítulos III e IV no cálculo de fimções de 

correlação para teorias com Cm < 1 acopladas ao ceimpo de Liouville . Antes de iniciarmos 

tais cálculos devemos fazer alguns comentários referentes ao uso dos resultados desta seção 

posteriormente: 

1) Sobre a validade do esquema de DDK para /i ^ 0. 

No trabalho original de [7,8] admite-se de fato que a constante cosmológica é nula 

(/X = 0) de outra forma os cálculos realizados com de (2.3.6) na determinação de 

Q e a.), não se justificam. Na melhor das hipóteses podemos dizer que a formulação de 

DDK^’® vale p>erturbativamente no termo cosmológico /xe“+^. De fato o p>onto principal 

da formulação de DDK é a hipótese feita sobre o jacobiano da passagem de [Dfi\g para 

[D/i]^ (vide ansatz (2.3.5)). Embora tal jacobiano tenha sido calculado explicitamente em 

[25] existe iima ambiguidade na escolha da regularização , esse problema foi resolvido em 

[26] onde é demonstrado, p>erturbativamente em 04., que a quantização da gravitação com 

é equivalente a quantização com [T>n]g. De qualquer forma a formulação.de DDK 

para n ^ 0 não está sobre uma base totalmente sóhda embora reproduza os expoentes 

críticos encontrados por Polyakov no gauge do cone de luz. Somente com o advento da 

técnica do modo zero no cálculo preciso de fimções de correlação (capítulos III e IV) é que 

saberemos como trabcdhar com o termo cosmológico de forma não perturbativa. Ou seja, 

podemos dizer que DDK resolveram um dos problemas fimdamentais da quantização de 

Liouville , aquele referente à medida. O outro problema, referente ao tratamento adequado 

18 



do termo cosmológico é resolvido como veremos nos próximos capítulos através do modo 

zero óo do campo de Liouville . 

2) Generalização Supersimétrica 

Em [27] generaliza-se o esquema de DDK para o caso supersimétrico . A diferença 

básica é que onde tínhamos operadores (1,1) passaremos a ter operadores (|, |) e com 

super campos no lugau* de camp>os fíxamos analogamente o coeficiente (Q) do supercamp>o 

de curvatura Y (vide capítiilo V) e do supertermo cosmológico como, 

Q = (2.3.24) 

onde 

(2.3.25) 

(2.3.26) 

3) Interpretação Espaço-tempo da Corda não Crítica 

Considerando a matéria como composta de d campos escalares X**, /x = 0,1, • • •, d — 1, 

acabamos de aprender que a função de partição dessa teoria em intercição com gravitação 

no gauge conforme é deida por: 

Z = j[V<f>]g[VX]g[VbVc]g, , S Sgh (2.3.27) 

com 

s=± \r’’da<f>db<í> + - Qm + 4/xe“H (2.3.28) 
8n J I 

onde Q e a+ são dados em (2.3.7) e (2.3.9) com d no lugar de Cm- No esquema de DDK 

a medida do campo de Liouville tem a mesma forma (translacionalmente invariante) das 

medidas dos d campos de matéria X^. Isso nos sugere^* reescrever a função partição £: 

= J[PX%. 
,-S(X‘,g)-SgH (2.3.29) 

onde 

5{^, j) = i [r'’d.X%X’Gij + Rf(X‘) + nx')\ (2.3.30) 
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com X' = {4>, X^), t = 0,1, • • • d, e Goo = 1» Gon = 0 , além de: 

$(X‘) = -Q4> 

T{X') = 4/ie“+^ 
(2.3.31) 

Isso significa que uma corda imersa num espaço-tempo d-dimensional com métrica 

em interação com gravitação tem a mesma forma de uma corda imersa num espaço-tempo 

D-dimensional (D = d+1) de métrica G,j acima e onde o dilaton $ e o táquion T possuem 

os valores de fimdo ( Backgrotmd ) não triviais acima. Para que essa semelhança forméil 

se tome nma eqmvalência quântica é nescessário demonstrar que os valores de fundo de 

Gij,$,T são compatíveis com a invariância conforme (função beta nula) que é de fato o 

requisito que determina os possíveis espaços-tempo onde a corda pode ser consistentemente 

imersa. Entretanto isso não é difial de demonstrar no caso em questão já que os dois 

primeiros termos de (2.3.30) foram determinados justamente através desse requisito, ou 

seja, carga central total nula. A presença do táquion T acima não quebra a simetria 

conforme do resto da ação , pois foi determinado para que T(X') tenha a dimensão 

conforme correta. Portanto temos uma interpretação consistente no espaço-temp>o D- 

dimensionaJ, que aliás será de grande utilidade na interpretzição dos resultados obtidos 

nos capítulos III e IV para funções de correlação de operadores de vértice. Estaremos 

interessados em op>eradores que representeim táquions (no caso bosônico) e possuem a 

seguinte forma: 

‘ T{k) = (2.3.32) 

A interpretação espaço-tempo será esp>ecialmente útil no caso Cm = d = l onde temos 

equivEilentemente uma corda bidimensional [D = 2). O termo táquion nesse caso não é 

mxiito adequéido já que o operador acima não possui mEissa em D = 2. Para verificar isso 

baista reescrever a equação que determina o vestimento ^{k) acima (para que T{k) seja 

(1,1)) numa forma^^ covariante: 

A (T(t))=^-ÍW+ <?)=! 

OU 

4 
-2, 

É conhecido que a parte linear da equação 
define seu p>eso conforme. 

de movimento do táquion é equivalente a equação que 
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onde 

assim sendo temos 

25-d 

3 

-k^ = =0 (se D = 2), -2(se D = 26), (2.3.33) 

com 

E = (2.3.34) 

A equação (2.3.33) eicima nada mais é do que a equação de Klein-Gordon paxa uma 

partícula escalar no espaço i)-dimensionaJ e de massa De qualquer forma 

continuaremos a chamar T{k) de táquion mesmo para D = 2 seguindo a nomenclatura da 

literatura. 

Nos capítulos seguintes usaremos como base o esquema do gauge conforme apresentado 

nesta seção para o cálctdo de funções de correlação . 
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CAPÍTULO m - FUNÇÕES DE CORRELAÇÃO BOSÔNICAS 

ni-l-Introdução 

Neste capítulo estaremos interessados no cálculo de fimções de correlação em teorias 

conformes bosôniczis conformaJmente acopladas à gravitação em duas dimensões . Tais 

cálculos tem sido efetuados recentemente^®’^®’^^ na formulação discreta via modelos de 

matrizes nos casos em que a carga central da matéria (cm) satisfaz: < 1. Na formulação 

discreta os cálculos são efetu^ldos de maneira exata (no limite do contínuo) levando a 

resultados extremamente elegantes e qualitativamente reveladores (para uma revisão de 

tais resultados no caso = 1 vide [15]). 

Seria desejável que os resultados dos modelos de matrizes fossem reproduzidos no 

contínuo. Como vimos no capítulo anterior, o gauge do cone de luz não parece muito 

promissor para esse tipo de cálculo devido a ausência de uma formulação no espaço bidi- 

mensional euclideano e o problema da não localidade que dificulta os cálculos, resta por- 

teinto o gauge conforme que na formulção de DDK se demonstrou útil no cálculo de ex- 

poentes críticos. Entretanto é importzinte salientar que em DDK nenhuma informação 

relevante sobre a interação da teoria de Liouville , representada p>elo termo cosmológico , 

foi utilizada. Os exp>oentes críticos foreim obtidos ap>enas levando-se em conta a invariância 

translacional da medida [D<f>]g . 

Para resultados meiis precisos como fimções de correlação de op>eradores físicos seria 

nescessário tratar o termo cosmológico com mais cuidado. Todavia, como vimos no capítulo 

miterior, esse é um problema reconhecidamente difícil na quantização da teoria de Liouville 

que, ap>esar de esforços, tinha resistido por vários anos sem uma solução adequada. Ou 

seja, não se conhecia nenhuma maneira de se calcular funções de correlação em teoria 

de Liouville de forma não perturbativa e que levasse em conta o termo cosmológico , 

até que Gouham e Li® desenvolveram tal técnica que os possibihtou calcular funções de 

3,2 e 0-pontos em certos modelos mínimos unitários {cm < 1) acoplados conformalmente a 

gravitação em duas dimensões e como explicaremos neste capítulo os resultados concordam 

plenéimente com aqueles obtidos via modelos de matrizes . 

Um dos ingredientes fundamentais no trabsilho revolucionário de Goulian e Li é a 

integração no modo zero {<f>o) do campo de Liouville . A importância de tal integração 
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havia sido notada anterionnente por Gupta, Trivedi e Wise^^ que utilizaram tal técnica 

para obter de forma não perturbativa fimções de partição para área fixa {Z{A)) em teorias 

conformes acopladas a gravitação em duas dimensões para certos valores "mágicos” da 

carga central c^. A seguir explicaremos em detalhe a referência [32] como introdução ao 

trabalho de Goulian e Li. 

Os autores de [32] utilizaram o formalismo de DDK onde a função de pzirtição total 

da matéria e gravitação no caso, p.ex., da esfera é: 

Z = 
1 

^SL(2,C) 
(3.1.1) 

Segundo DDK temos: 

Sl = J da4>db<i> - ^R(f> + 2ne°+% 

onde Q e a+ são funções de Cm (vide capítulo III). Note que Sm representa a ação da 

niatéria com czirga central c„, < 1 representada por X. 

Para ilustrarmos a técnica do modo zero analisaremos apenas a função de partição de 

Liouville Zl : 

Zl = ^(3.1,2) 
^SL(2,C) ^ 

Zl =   r dAe--'‘Zi{A) (3.1.3) 
^SL(2,C) 

Zl(A) = J(I- ^) í * (3.1.4) 

A grande idéia, embora pobremente explorada em [32] foi decompor o campo de 

Liouville no modo zero ((j>Q) do laplaciano CH ( que no caso da esfera e simplesmente uma 

constante) e nos modos ortogonais ^ : 

<f> = 4>o-^ ^ (3.1.5) 

A ortogonalidade de ^ e <jèo indica que a medida fatoriza. 

\V4>\g = [D^]g X d<f>Q 
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e temos: 

£l(A) = J[V^]g p°^d4>o8 j(fwy/§e°+^ - 

onde usamos 

^ J <Pw\/^R = 1 — h = 1 (para a esfera) (3.1.6) 

Integrando sobre <f>o obtemos: 

Zl(A) = j[ViV, y e* /■'’”>/íl«í+?«l (317) 

Daqui em diante usaremos <f> em vez de <l> por brevidade. Assim temos a função de partição 

totaJ: 

=   í dAA'^~\~^^{( íd'^wy/^e°+^)~'^)o , (3.1.8) 
^5L(2,C) Jo j 

onde ( )o significa que o valor esperado é calculado considerando que a constante cos- 

niológica seja zero, (fx = 0). Note que Zl pode ainda ser reescrita. Usando 

—1 
e (3.1.9) 

temos 

Zl = -^ í<í^wy/§e°+^) “+)o , (3.1.10) 
^5L(2,C) J 

Acima vemos que a integração no modo zero <f>o equivale a baixar a interação (termo 

cosmológico ) para o integrando da integral de trajetória, ou seja o cálculo da função de 

0-pontos (função de partição ) para a teoria com interação (p ^ 0) equivale a função de 

^ pontos para a teoria livre {fx = 0). Esse raciocínio entretanto só faz sentido no caso 

em que é um inteiro não negativo (n): 

-Q/a+ = n . 

Como Q e ck^ são funções de c^j isso nos leva a valores mágicos de Cm 

6n2 + 25(l -n) 

(3.1.11) 

Cm (1-n) 
(3.1.12) 
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f 
E justamente neste ponto do cálculo que a integ^^lção no modo zero parece ser inútil 

F>ois segundo (3.1.10) embora o valor esp>erado seja calculável para tais valores de c^, 

temos singularidades através de r(—n). Foi por esta razão que os autores de [32] ado- 

taram a atitude conservadora de calcular apenas Zl(A), que (vide (3.1.7)) não contém 

tais singularidades, p>ois o fator r(—n) não aparece. Usando propagadores livres, já que 

/^ = 0, 

{<^{wi)<^{wj)) = In |u>.- - | 2 (3.1.13) 

temos 

(3.1.14) 

Note que o resultado acima já representa mn avanço em relação ao de DDK e KPZ^ 

que tinham apenas mna relação de proporcionalidade entre e a área A . Em 

(3.1.14) temos uma expressão fechada para Zi{A) e em princípio calculável. O grande 

avanço entretanto só apeireceria com o cálculo de Goulian e Li® que, decidiram enfrentar 

a singularidade presente no fator F(—n) . De fato não é difícil entender a origem e o 

significado de tal singularidade. Introduzindo mn cut-ofF (A 0) para pequenas áreas em 

(3.1.9) temos : 

/i"r(-n)~J^ . (3.1.15) 

Supondo ^ > 0 podemos calcular o termo mais divergente da integral (3.1.15) e o termo 

independente do cut-oíF A : 

/z"F(-n) (3.1.16) 

— InA — ln;x , n = 0 

^+ ’ n = l,2,--- 

Como a expressão aeima é bem definida para A finito concluímos que as superfícies 

de pequenas áreas são a origem da singularidade em F(-n) , que é clássica em essência. 

De acordo com a função delta em (3.1.14) pequenas áreas equivalem & <f> oo (lembre 

que O.J. 0) e essas configurações sao exatamente as que minimizam a açao de Liouville 

(assumindo > 0) e dão a maior contribuição para a integral de trajetória. Por serem de 

origem clássica essas singularidades já haviam sido detectadas em cálculos semiclássicos^^. 
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A característica mais importante de tais singularidades é que o termo indej>endente do 

cut-oíF em (3.1.16) é imiversal e podería , p. ex., ser obtido através de um cut-oíF (e —*■ 0) 

na carga central : 

p«+.r(-n + <)~ (-)“+> + (-)“+> . (3.1.17) 

A universalidade da parte finita sugere que a singtilaridade impHcita em /i"r(—n) seja 

desprezada e que aj>enas a parte finita tenha conteúdo físico. Como veremos na próxima 

seção essa interpretação (corroborada também por resultados de modelos de matrizes) 

levou a lun grande desenvolvimento do estudo de funções de correlação em Liouville . 
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ni-2 - A função de 3-pontos 

Antes de descrevermos o trabeilho inspirador de Gouliein e Li é imj>ortante comentar 

que mesmo antes destes , Bershadsky e Klebanov^^ inspirados p>or [32] havieim calculado 

a função de partição no torus no caso de um boson compactificado num círculo de raio 

R acoplado a gravitação em duas dimensões via Liouville e conseguiram reproduzir até 

mesmo a dep>endência da função de partição com R obtida anteriormente via modelos de 

matrizes . Eles usaram a técnica do modo zero. No torus (ã = 1) a ação de Einstein é 

nula e se refizermos os cálculos da seção Einterior deduziremos que n = 0 e como já vimos; 

n) ~ j — In /i, (e —> 0). Em [34] o termo singidar foi desprezado, isto é, asstune-se 

In /i . O sucesso do cálculo de Bershadsky e Klebanov certamente inspirou 

Goulian e Li que estavam interessados no cálculo de fimções de correlação em modelos 

uunimos imitários (cm = 1 — g(q%i)) acoplados a gravitação e cujo trabalho será descrito 

abaixo. 

Como vimos no capítulo II, ao calcularmos funções de correlação de operafiores fi'sicos, 

aqui denotados O nr'-, formalismo de DDK utilizado em [34], cada opera.dor da 

matéria deve ser integrado na sup>erfície bidimensional em questão e vestido pelo campo 

de Liouville , ou seja, estaremos interessados nas seguintes funções de correlação : 

(3.2.1) 

Onde as contribuições da matéria e da gravitação são calculadas separadamente. O ves- 

timento é determinado impondo-se que seja um operador de dimensão 

conforme A = 1. Se hn' é a dimensão de Onr'. temos: 

= '■■V - f W - e) = 1 ■ (3.2.2) 

A contribuição da gravitação na função de correlação (3.2.1) é a mais difícil de ser calculada: 

•=1 / Sl 
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Neste ponto Goulian e Li utiliz£im a técnica do modo zero. Note que não é nescessário 

introduzir a noção de fimção de partição para áreas fixas para efetuarmos a integração no 

modo zero, com a decomp>osição 4> = <j> <j>Q somos levados a integral abaixo : 

(3.2.4) 

onde 

(3.2.5a) 

No C21SO da esfera {h = 0) estudado em [9] temos (chamando ^ de ^ por conveniência): 

N 

II"'‘ 
U=1 

^(*f) 

Sl 

= (^)*EÍz£) 
Q+ 

í[D<f>]ge-^^^»^=°'>[ í(3.2.6) 

i=i 

com 

s 
“+ 

N 

E^+<? (3.2.56) 

Note que com JV = 0 obtemos o resultado (3.1.10) da seção anterior para a função de 

partição na esfera Zl { & divisão p>or Vg^2 C) ® assumida em (3.2.6) eicima). 

A atitude de Gouliíin e Li frente a expressão (3.2.6) acima foi de fundamental im- 

FKJrtãncia. Ao invés de leimentarem a singiilaridade representada por F(—s) como em [32] 

e se restringirem a funções de correlação para áreas fixeis eles decidiram, talvez inspirados 

pelo trabalho de Bershadsky e Klebanov^^ (citado em [9]), esquecer momentaneamente da 

existência da singularidade e levar o cálculo adiante. Assumindo que s seja um inteiro não 

negativo Goulian e Li usam o propagador livre (3.1.13) no cálculo do valor esperado acima 

e depois continuam o resultado final da função de correlação para nm valor complexo ar- 

bitrário de s. Embora não haja reizões para que essa continuação funcione à priori veremos 

à. pKjsteriori que os resultados concordam com aqueles obtidos via modelos de matrizes . 

O primeiro passo no cálculo da função de correlação acima é fixarmos a simetria^) 

SL(2,C) residual do gauge conforme através por exemplo da escolha de gauge Zi = 0, ^2 = 

1,^3 = oo que elimina três integrais em z,. Para a fimção de 3-pontos ajxSs efetuarmos as 

contrações pertinentes temos: 

No gauge conforme na esfera os fantasmas formam um sistema conforme por si só e desacoplam do 
resto. Por isso serão desfM^ezados nesta tese. 
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(Ar,A.,A.,) = (nOr,r;. ) (^)'^ É Í l"“|l “ H l"’* “ 

\i=l I Su ■*■ ‘=1 ■' •<> 

(3.2.7) 

onde 

, a = -OL^h , ^ = -«+^2 , /> = o!^/2 (3.2.8) 

Felizmente as s integrais interrelacionadas acima foram calculadas por Dotesenko e 

Fatteev^®, de onde Gouliein and Li obtiveram o resxiltado abaixo : 

(Ar,A,,Ar,) = (na,rj) (^)* + 1)[A(1 - p)]'A(v) 

\‘=1 'Sm «=1 
í —1 

(3.2.9) 

X JJA(1 + a + tp)A(l + /3 + tp)A(—1 — a — — (s-l + i)p) 

i=0 

onde A(z) = F(x)/r(l — x). 

Observe que no caso de funções de iV-pontos com N > 3 ainda teríamos N — 3 integrais 

sobre <Pzi{i = 4, • • •, N) e tais integrais juntamente com as s integrais em (Pwi resultariam 

em s-\- N — 3 integrais acopladas que não saberiamos calcular diretamente, por esta razão 

Goulian e Li se restringem a iV = 3. 

A expressão (3.2.9) é totalmente geral e vale para quaisquer teorizis com carga central 

Cni < 1 e quaisquer operadores primários O nr', de peso conforme hn> tal que os vestimen- 

tos satisfaq2im (3.2.2) entretmto para facilitar comparações com modelos de matrizes 

Goulian e Li se restringem a modelos mínimos unitários com < \ • 

Cm — 1 , g=l,2,' 
9(g- 1) 

e a op>eradores na diagonal da tabela de Kac (r, = rj) com dimensão : 

(3.2.10) 

A(Or,r|-) — 
rj-l 

Aq{q + 1) 
(3.2.11) 

Com o valor de Q como função da carga central Cm dado por DDK 

2{2q -f 1) 

y/2q{q + 1) 
(3.2.12) 
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fixamos 

Consequentemente^^: 

r, - 2g - 1 

\/2ç(ç + 1) (3.2.13) 

• «3 

X n ^(*>) n n +^(o-+1)) 
•=’ i=i >=i 

(3.2.14) 

i=l 

com (utilizando a definição de s (3.2.5-b)): 

P (n + T2 + T3 — 1) 

25 4- 1 + n + T2 + T3 (3.2.15) 2 ?+l 

A expressão (3.2.15) indica que s é um número racional qualquer não nescessáriamente 

mte.ro e que portanto a função de 3-pontos como está não fea sentido devido às piodutórias. 

u e outra nmneim podemos diaer que q em (3.2.15) ainda não pode ser admitido com 

^ mte.ro o que só poderá ser feito após a continuação de (3.2.14) para valores arbitrários 

de s. 

Em 19] a função de 3-pontos (3.2.14) foi continuada para valores não inteiros de s 

através de identidades envolvendo funções T , como; 

n —1 
r(nar) = (27r)^n"^-i TT T(x + -) 

í=o « 
(3.2.16) 

onde o lado direito vaie somente para valores intein>s de n e o lado esquerdo para qualquer 

jJor de n. Desta forma, Goulian and Li estenderam (A, A, A..) para quaisquer valores 

de s. Para obter a contribuição da matéria (Ul, O.,.,), de uma forma fácil, eles se 

restringiram a valores especiais de r, que satisfazem: 

ri + T2 + T3 = 2ç - 1 . (3.2.17) 

Alem disto, para evitar diferenças na normalização dos operadores Ar, e da medida 

na integral funcional com relação aos modelos de matrizes Goidian e Li calcularam razões 

de funções de correlação , obtendo: 

 (Ar, Ar^Ars)^Z rjr2r3 

{■^riAr^){Ar^Ar^){Ar^Ar^) (ç + l)(2ç + 1) ‘ (3.2.18) 

Perceba que nosso p corresponde a —p' de [9], 
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Note que funções de zero, um e dois pontos podem ser calculadas partindo da função 

de 3-pontos integrando na constante cosmológica uma vez que o of>erador An se reduz 

ao termo cosmológico e“+^, no limite r, —*• 1, pois y3,(ri -+!)—+ q+. Desta forma temos 

jx)r exemplo: 

{An Ar, A,) = ^{AnAn) (3.2.19) 

{AiA,) = ^Z . (3.2.20) 

Para fazer a integral em fx assumimos que as funções de 2 e 3 pontos sejam funções de 

algiima pK>tência de /i, isto é evidente uma vez que se use a técnica do modo zero. Desta 

forma, Goulian and Li obtiveram, por exemplo, para a função de partição { p' = l//>): 

ou como função de q 

Z = 
p^A(p ^)A(p) 

(p-l)(p + l) 
(3.2.21) 

Z = 
(Ç + l)(2ç + 1) 

Agora comparamos estes resultados com os obtidos via modelos matriciais^® 

{AriAr,ATg)MM — 
2rir2r3 

{AfAr)MM — 2r 

= 

9 + 1 

»■/? 

.9 + 1. 

29^ 

(3.2.23) 

(9 + 1)(2ç + 1) [q + l_ 

2+i 

Se consideramos as razões (3.2.18), o acordo entre os resultados no discreto e no 

contínuo é completo. Já numa comparação direta entre as amplitudes somente a de- 

pendência na constante cosmológica é a mesma, como podemos ver comparando, p.ex., as 

fimções (3.2.22) e (3.2.23). Portanto podemos atribuir as diferenças encontradas entre o 

discreto e o contínuo às normalizações do operador Ajt e da medida na integral de caminho. 

Veremos mais sobre isto na próxima seção . 

Note que o cálculo de Z não depende do vínculo (3.2.17) 
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Segiiindo o método bem sucedido de Goviiian e Li, outros trabalhos apareceram^ 

e continuam aparecendo^^’^^’^®’^^. Em [11] Dotsenko generalizou os resultados de [9] para 

modelos não mínimos com carga central c„, = 1 — 12ao e operadores (r, ^ r-) fora da 

diagonal da tabela de Kac 

, (3.2.24) 

onde X é um campo escalar livre representando a matéria na representação de gás de 

Coulomb e 

/oonrx 
Qrr' — 2  2 ’ (3.2.25) 

com d± = aoéz y2 + of ,ao > 0, e 

A(C?rr') = ~‘^OCQarr’) • (3.2.26) 

E fácil de verificar que o caso analisado por Goulian and Li é recup>erado por ao = 

[2q(q + 1)]“^/^ e r = r'. Dotsenko evitou o vínculo (3.2.17), introduzindo cargas de 

blindagem no setor de matéria, obtendo^ ^: 

{Ar,r{Ar,r>^Ar^r'J^Z ^ (r[ + r^p'){r'^ + r2p'){r'^ + r^p') 

(A,,,;)(A,,^^)(A,3,.) (l+p/)(l-p')(-p') • 

O resultado eicima não foi obtido ainda via modelos de matrizes quando r,- ^ r',- portanto 

não p>odemos compará-los, mas de qualquer maneira recuperamos o resultado de Goulian 

and Li para r, = r',- e p' = (ç H- l)/ç. Um outro aspecto importante da ref. [11] é que 

Dotsenko incluiu na ação de Liouville iim termo cosmológico com a_ em vez de a^., além 

do termo cosmológico usual, ou seja, 

5Í"* = y’c/2u;Vffbe“+-^ + (a(/i))^e“-^] , (3.2.28) 

onde a forma funcional de a{fi) não é importante . Tratando os dois termos cosmológicos 

acima de forma análoga à cargas de blindagem em modelos mínimos nvuna representação 

de Feigin-Fuchs^^ Dotsenko obteve além do primeiro termo cosmológico usual elevado a 

potência s, o segxmdo termo elevado a potência s. Com este artefato e a inclusão de cargas 

de blindagem no setor da matéria, s es tornam-se de fato inteiros entretanto s resulta 
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mim inteiro negativo e produtórias como por exemplo P{s) = ní=i /(O formaimente 

continuadas para valores negativos de s como segue: 

Para s = —n 

P{s) /(O 

m 

P{-n) n”i /(»•) 
= n 

1 

fi-i) 

(3.2.29) 

(3.2.30) 

Embora tal truque esteja longe de ser justificado a partir de primeiros prinapios (como 

o truque usado em [9]) o resultzido final para razões de funções de correlação parece não 

dep>ender dos detalhes da continuação em s ou s, voltaremos a comentar esse problema 

mais adiante. 

Dos trab^dhos já citeidos sobre a aplicação da técnica do modo zero provavelmente o 

mziis completo e claro é o de Di Francesco e Kutasov^^ que calcularam funções de iV-p>ontos 

(N arbitrário) de operadores taquiônicos (Tfc,.) para matéria bosônica na formulação de gás 

de Coulomb com carga central = 1 — 12ao em interação com a gravitação em superficies 

esféricas, ou seja: 

(r,. • • • T,„) = / JJ J 

com o ojjerador taquiônico 

Tt = J <fzy/^i ~^ikX+^4> 

S = Sl + Sm 

= ^ í<Pwy/l[g^^dM<i> - + 2/ie“+^ + r^daXdkX + '-^RX] 
2ir J 4 z 

Na formulação de DDK temos 

12b-c 
= 2 ■y/2 + Oq 

\      y 
Qf± = — 2^^(.''/25 — Cm T V 1 ^m) = ^ i |o;o| , 

a+a_ = 2 . 

(3.2.31) 

(3.2.32) 

(3.2.33) 

(3.2.34) 

(3.2.35) 

(3.2.36) 

O vestimento ^{k) é fixado como antes: 

(3.2.37) 
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e consequentemente®^: 

= + l*>-«oi . (3.2.38) 

Antes de proseguir no cálculo propriamente dito, nós observamos que existem no 

mínimo três razões para utilizarmos os operadores taquiônicos (3.2.32). A primeira é que a 

interpretação de tais operadores do ponto de vista do espaço-tempo bidimensional 

é sugestiva , como vimos no capítulo anterior, e esj>eramos que as amplitudes resultantes 

também possam ser interpretadas desse ponto de vista, como de fato ocorrerá. A segunda 

reizão para o uso de operadores taquiônicos é que esperzimos que nossos resultados sejzim 

válidos petra o caso = 1 onde não há restrições sobre os valores dos momentos kj. 

A última razão para calctdarmos funções de correlação de op>erzidores taquiônicos é 

que a qualquer momento podemos reobter os resultados de Dotsenko (e consequentemente 

de [9]) fixando fc, = (vide (3.2.24)), e incluindo cargas de blindagem no setor de 

matéria como faremos na próxima seção . Definida a motivação p>odemos passar para o 

cálculo propriamente dito. 

Primeiramente note que a parte garavitacional (e^^^) do operador taquiônico é a 

mesma (como função de <j>) do operador Ar usado em [9], ap>ós a integração sobre o 

modo zero e fixação de gauge (zj = 0,Z2 = = oo) temos para a função de 3-pontos 

taquiônica: 
3 

- 2a„)A,{h,h,k,) (3.2.39) 

i=l 

onde 

A3 = (e'’‘^XiQ)^ik,x(i)^iksX(oo)\ (±yY{-s)r(s + 1)[A(1 - p)Y 
\ i Sm OLj^ 

» a—1 

A(1 + a + t»A(l + + t»A(-l - 0- /3 -(s-l + i)p) 
1=1 t=0 

(3.2.40) 

Compare com (3.2.9). 

A lei de conservação dos momentos k{ : 

3 

J2ki = 2ao (3.2.41) 
i=l 

A solução de (3.2.37) foi escolhida tal que = /3 + y > 0, p>ois operadores com E < 0 não 
correspwndem a perturbações locais^^^ da superfície bidimensional da corda e provavelmente não existem. 
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é obtida através da integração sobre o modo zero Xo da matéria. As quantidades a, 0,p 

e s estão definidas em (3.2,8) e (3.2.5-b). Observe que na formulação de gás de Coulomb 

empregada aqui a contribuição da matéria ( )si^ acima é trivial (uma constante), pois 

X{z) é um campo livre: 

(X(z)X(tc))o = In |z - w\-^ (3.2.42) 

e X(oo) = 0. Dessa forma eissumindo que essa constante seja 1 temos: 

A, = ÍH^r(-«)r(í. + i)|A(i - rtl' 

X JJ A(1 + o + t/>)A(l + 0 + ip)A{—l - a — ^ — — l + i)p) 

1=0 

Evidentemente a expressão (3.2.40) só faz sentido para valores inteiros de s. Em [12] Di 

FVancesco e Kutasov continu2im A3 para valores não inteiros de s de forma diferente de 

[11] e [9] como mostraremos a seguir. Observemos que o vestimento ^{k) (vide (3.2.38)) 

nos sugere a escolha de uma cinemática que deve ser consistente com a conservação dos 

momentos (3.2.41), por exemplo: 

> ^3 > «0 ) k2 < ocQ . (3.2.44) 

(3.2.43) 

Com essa cinemática, usando a definição de s e a lei de conservação dos momentos elimi- 

namos 0: 

’ "0 > 0 (3.2.45) 
\-l - p , ao < 0 

De volta em (3.2.43) vemos que A(1 + /3 + ip) para z = s — 1 se torna A(l) = ~ 0. 

Portanto no caso ao > 0 a amplitude é nula. 

Para ao < 0 temos (absorvendo um fator ^ na definição da medida da integral de 

trajetória)após a eliminação de 

Az = [/íA(-/>)]*A(-s)A(/9 — a)A(l -f- a -b (5 - l)p) . (3.2.46) 

Note agora que a expressão acima pode ser definida para V2ilores não inteiros de s. En- 

tretanto uma das característiceis mais importantes do resultado acima é que ele revela 

que a amplitude está fatorizada, para notarmos a fatorização da amplitude é nescessário 

reescreve-la usando as fórmulas cinemáticas abaixo: 
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Assim: 

2 

>t, = l,<A(-rtl'nAQ(,3?-t?)) . (3.2.48) 

Agora comentíiremos tJgumas características qualitativas do resultado acima: Observe 

primeiramente que no limite de momento nulo {kj 0) temos —*■ a+ (e = —p) 

o que significa que o op>erador taquiônico se reduz ao termo cosmológico , vide (3.2.32). 

Portanto para s inteiro p>ositivo podemos interpretar a amplitude obtida como uma função 

de correlação de 3 + s táquions onde s taquions possuem momento kj nulo ,i.e.: 

í+3 

. (3.2.49) 

J=1 

Dessa forma podemos entender o aparecimento do fator [A(—/>)]* em A^. 

A expressão (3.2.49) sugere a seguinte renormalização 

Tk-^ 
fk 

A(èW2 - >=^)) 
(3.2.50) 

Para os s termos cosmológicos a renormalização acima pode ser absorvida pela constante 

cosmológica : 

" - Ãh) 

assim teríamos o resultado renormalizado extremamente simples abzdxo: 

= = . (3.2.52) 

Conjectura-se^®’^® que o resultado acima é fruto das simetrias da corda bidimensional 

(interpretando (f) como mna coordenada do espa.ço-tempo onde a corda está imersa). 

Antes de compararmos o resultado obtido com modelos de matrizes é importante 

comentar os diferentes resultados que obtivemos para diferentes sinais de qq . Do ponto 

de vista físico esperaríamos luna amplitude fvmção da carga central da matéria (cm = 



1 — 12ao^) portanto seria natural obtermos um resultado independente do sined de oo . De 

fato, embora tenhamos obtido (3.2.48) apenas para qq < 0 (e na região cineática (3.2.44)) 

e para ao > Q uma amplitude nula, o resultewio fisicamente correto , independente do sinal 

de Oo, para valores quaisquer de A:,- é de fato (3.2.48) com /Sj dado em (3.2.38). 0 fato de 

termos obtido uma amplitude nula para qq > 0 é simples decorrência da não convergência^® 

da representação integral nesse caso. Note que o integrando de (3.2.7) é definido positivo 

e a integral estende-se sobre todo o plano complexo (que é a projeção estereográfica da 

esfera) dessa forma a única maneira de entendermos um resultado nulo é atribui-lo a não 

convergência da integral, isso está embutido nos fatores A(z) que aparecem no resultado. 

Para qq < 0 verificamos que existe uma região de convergência não nula, por esta razão 

obtivemos um resultado não trivial. 

Agora podemos comparar (3.2.48) com resultados já conhecidos. Para < 1, os 

modelos mínimos requerem em geral a introdução de cargzis de bhndagem no setor de 

matéria, como o fez Dotsenko em [11], por esta razão esse caso será analisado na próxima 

seção . No caso = l(o:o = 0) , em função da constante cosmológica renormalizada /í, 

usando a definição de e s temos de (3.2.48): 

3 

i=i 

O resultado acima concorda plenamente com o obtido via modelos de matrizes 

transcrito abaixo : 

, (3.2.54) 

\i=l / j=l 

se fizermos a identificação 

f^MM = /i 
rpMM 

r(v5ni) 
= Tt 

(3.2.55) 

Observe que p(cm = 1) = — 1 assim A(—p) = ~ 0 consequentemente a amplitude 

dada em (3.2.48) como função de /x seria nula (pma s inteiro positivo ) por isso identifica- 

se pAfAí com p e não com /x. Como exphcado em [33] a Eimphtude é nula para c„, = 1 

, pois nesse ceiso o termo cosmológico usual não existe, tendo portanto funções 

de correlação nulas isso significa que funções de correlação de são equivalentes 
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(para ao —^ 0 ) a funções de correlação de que é supostamente o termo cos- 

mológico correto no caso c,„ = 1,(qo=0). A identificação entre Tk e acima para 

k = 0 é análoga a identificação entre hmm e fi, e para A: ^ 0 não requer mEiiores cuideidos 

podendo ser entendida pelo fato de termos integrais como (3.2.7) que possuem uma região 

de convergência finita o que toma natural os fatores A(i) no lugar de r(x) que apare- 

cem nos resulteidos via modelos de matrizes . Esse problema de convergência não tem, 

apeirentemente emálogo nos modelos de matrizes. 

Para concluir esta seção p>odemos dizer que o trabalho de Di Francesco e Kutasov^^ 

reproduz no contínuo, p>elo menos para Cm = 1, resultados obtidos via modelos de matrizes. 

A careicteristica mais imp>ortante de ^3 é a sua fatorização e o aparecimento dos esteidos 

com momento \/2k tomando valores inteiros , representados por pnSlos em (3.2.53). Tais 

estados foram descobertos através de modelos de matrizes^® (vide p>ólos em e já 

haviam sido observados tzimbém no contínuo em [39] para s = 0 e em [40] via BRST. O 

cálculo em [12] é entretanto mads direto que [40] e mais geral que o da referência [39] sendo 

válido para qualquer s. 

O pap>el dos infinitos estados discretos acima ainda è objeto de intensa pesquisa na 

literatura^®’^®’^°’^^. 
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ni-3- A função de 3-pontos com (n,m) cargas de blindagem 

Na última seção calculamos a fimção de correlação na esfera de três táquions na 

graviteição acoplada a matéria conforme com carga central Cm = 1 — 12qo^ peira valores 

arbitrários de qq e dos momentos kj sujeitos à lei de conservação '^ki = 2ao. Relaxando 

essa lei de conservação poderiamos calcular funções de correlação mais gerais. Isso seria 

especialmente útil no nosso caso devido às releições obtidas entre funções de correlação 

através de derivações (ou integrações ) na constante cosmológica ^ . Por exemplo, com a 

lei de consevação acima seria imjx>ssível paxa valores de ao ^ 0(cm ^1) tomar k{ —♦ 0(i = 

1,2,3) para calcularmos a função de partição Z a peirtir da função de 3-p>ontos, usando a 

fórmula abaixo: 
d^z 
-^ = A3(0,0,0) (3.3.1) 

A modificação na lei de conservação dos momentos é feita introduzindo-se as chamadas 

cargas de blindagem V± no setor de matéria 

V± = (3.3.2) 

com d± tais que V± correspondam a operadores conformes (1,1), ou seja, no nosso caso: 

-d(d — 2ao) = 1 , = ao ± ■\Jocl-\-2 . (3.3.3) 

Os operadores V± p>odem ser introduzidos diretamente^® na ação da matéria que passa 

a ser: 

= ^ J+ i^X + A+e*‘'+^ + . (3.3.4) 

Ao calcularmos a função de 3-pontos com a ação acima expandiremos em A^. e A_ 

e a integração sobre o modo zero da matéria leva a uma nova lei de conservação que é 

satisfeita ap>enas pelo termo com n cargas V+ e m cargas VL da expansão em A+ e A_ : 

= 27ré(y^ A;,- -f nd+ -|- md_ - 2ao)A^”*{ki,k2,k3) 

t=i 

(3.3.5) 
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com a nova lei de conservação abaixo determinando®^ nem: 

ki + nd^ + md- — 2ao = 0 (3.3.6) 
1=1 

nm 
3 Como a parte gravitaeional não foi alterada em relação ao caso n = m = 0 obtemos A 

novamente através da integração sobre o modo zero assumindo inicialmente que s seja 

um inteiro p>ositivo e fixando o gauge zi = 0,Z2 = 1,23 = oo . A única diferença é que 

as contrações envolvendo a matéria X(z) agora sobrevivem devido a presença das n, m 

integrais sobre as cargas de blindagem . Utilizando ainda d+d- — —a+Q_ = —2 temos : 

^ (H)' n I \u - <yi 

m * m 

X fj / d^r.lr.f “'|1 - nfp' |r,- - rj\^P' 

í=l •' i<3 
n m õm ê 

X n n I*-- ■•ii"''n / 
i=l J=1 i=l i<j 

4p 

Zi - Z, 

onde 

ã — d^.ki = d+k2 , p = ^d\ 

ã' = d.ki , $'=^d.k2 , P' = \dl 

(3.3.7) 

(3.3.8) 

A definição de s e demais fórmulas cinemática da seção anterior continuam válidas. 

As s integrais sobre Wi correspondem a fórmula (B-9) de [35] como já vimos anteri- 

ormente. As n -f m integrais da matéria correspondem a fórmula (B-10) também de [35]. 

Dessa forma, da referência [35] temos (absorvendo um fator na definição da medida): 

m n 

.43"'” = (^) r(-í)r(3+i)AíA!:>rV-'"'"|A(i-«]”[A(i-p')l’" 
i=l i=l 

m—1 

X JJ A(1 — n -I- ã' -f- ip')A{l — n + 0' + ip')A{—l + n — a' — — (n — 1 -f i)p) 
i=0 

n—1 

X JJ A(1 -f- ã -f tp)A(l + ^ + t^)A(-l +2m — ã - ^ - (n - 1 + i)p) 

i=0 
B í —1 

X [A(l - p)]* JJ A(i» J][ A(1 -i- a -b tp)A(l -f /? -b i»A(-l-o;-^-(s-l-bt)p) 
<=i «=o 

(3.3.9) 

Admite-se que d+ e d- sejam incomensuráveis^® para que nd+ não seja cancelado por md-. 
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Usando a mesma cinemática da última seção {ki,k3 > 00,^2 < oq) e a nova lei de 

conservação (3.3.6) eliminamos /5, e : 

a 5 5'_ / + 1 “ ■*) +’’ 5 , n + p{m - s - 1) , o.'o > 0 
’ ’ \-l - m - {3 + n)p , m-l + (s + n)/? , 5 + n + - 1), oq < 0 

(3.3.10) 

com ip,p') = (—p, —p~^) para ao < 0, e {—p~^,—p) para Oq > 0, não é difícil ver que as 

eimplitudes acima são não triviais (como na seção anterior) para ao < 0. Nesse caso temos 

ainda: 

ã = a — 2p , ã* = —2 — pa . (3.3.11) 

Com a eliminação das variáveis acima e algiuna álgebra (algims detalhes aparecem 

em [14]) envolvendo propriedades de funções F para combinar a contribuição da matéria e 

da gravitação em (3.3.9) obtemos 

Ar = !í<A(-p)l' [A-A(p-')]” [A+A(rt]“ 

X A(p — a)A(p(s — n + l) + a — m4- 1)A(—m/?“^ ~ (■* + ”)) 

ou na forma fatorizada 

Ar = (/'A(-p)]' [A.AÍí-)]" |A+A{p)|" Ha (i(ft? - tf)) . 

(3.3.12) 

(3.3.13) 

Compare com (3.2.48). 

Os fatores [A(/>”^)]"’ [A(p)j" que aparecem acima podem se interpretztdos de forma 

análoga ao fator [A(—p)]* que já havia aparecido em A3 da seção anterior. Ou seja, como 

cada carga de bhndagem V+(V-) tem o papel de lun operador taquiônico Tk=-a+ (Tk=a. ), 

O resultado acima nos sugere mna função de (s + n + m)-táquions: 

A” A*" 

n!m! 

/A! \n\m\ »+n+m+3 v 

' ]=i ^ ' 

ou em função de quantidades renormalizadas 

(3.3.14) 

Ãr = ). = (fi)’ , (3.3.15) 
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onde ji e Tkj são definidos como na seção anterior e a renormalização das cargas de 

blindagem é absorvida em X± com a identificação : 

X± = 
1 

A(-M) 
(3.3.16) 

Como no caso anterior, embora (3.3.13) tenha sido obtida para qq < 0 e na região 

cinemática (3.2.44), admitiremos que o resultario possa ser continuado naturalmente para 

todo o espaço dos momentos e seja válido para qualquer sinal de Oq, assumindo portanto 

a forma final abaixo: 

>tr = í;'A(-p)nA-A(-p')l”IA+A(-í)J" n A (l(/3,?-!:?)) , (3.3.17) 

onde p = l/2{d+y ,p' = p~^ e são dados em (3.2.38). 

A nova lei de conservação dos momentos que p>ode ser reescrita (2qq = + d_): 

3 

ki = (1 — n)d+ + (1 — m)d- (3.3.18) 

i=l 

nos permite calcular a função de partição : 

d^Z 

dp 
0) 

de onde temos 

Z = X+Ai-p)X-A{-p'f^^^^^ ' 

(3.3.19) 

(3.3.20) 
(p-!)(/> + 1) 

Compare com (3.2.21). 

Para calcularmos razões de amplitudes e compararmos com os resultarios obtidos por 

Dotsenko (3.2.27), nescessiteimos da fimção de dois pontos 

Ar(ki,k2,k,-.0) = —Ar(kuk2) . (3.3.21) 

Observe que estamos anedisando o caso de modelos mínimos, onde os momentos sissmnem 

valores discretos 

ki = ~/-d+ + (3.3.22) 
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usando (3.3.18) temos : 

(3.3.23) 

e n e m são obtidos das fórmulas acima para nem quando rj = rs = 1. Assim obtemos 

de 

-' ^ EL. ft+. - 0“ -^.^)) 
..(. 

e c8ilculando a razão R temos: 

(3.3.24) 

R = 
(Ar(h,h,h)yz 

^nimi 
_ n?=l(Q+A + p-1) 

(3.3.25) 

Usando a fórmula para os vestimentos yS, dada em (3.2.38) teremos exatamente o resultado 

de Dotsenko (3.2.27), que concorda com resultados de modelos de matrizes e de Goulian e 

Li nos casos em que a comparação e possível, isto e, r,- = r|, e generaliza estes para r,- ^ r|-. 

A concordância entre todos esses resultados indica que de fato, embora a continuação 

para valores não inteiros de s não tenha qualquer justificativa rigorosa em nenhum destes 

trabzilhos, os resultados parecem não depender dos detalhes de tal procedimento que é 

diferente em cada um dos trabalhos já citados. É importante salientar (vide [43]) que os 

resultados desta seção (obtidos originalmente em [12,14,43]) concordam com os de Gouhan 

e Li^ e com os obtidos via modelos de matrizes^^. A concordância se dá a menos das 

conhecidcis regras de fusão para modelos nunimos (c^ < 1). Esp>era-se, como no caso sem 

gravitcição que esse problema possa ser resolvido a partir do estudo de fatorização 

da função de 4-p>ontos (com Ccirgas de blindagem). 

Na próxima seção serão revisados os resultados que obtivemos em [14], onde os cálculos 

desta seção foram generalizados para a função de iV-pontos ( iV > 4 ) com n, m cargas de 

blindagem. 
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ni-4- A função de N-pontos com (n,m) cargas de blindagem 

Nesta seção apresentaremos os cálculos de [14] para a ftmção de iV-pontos (N > 4) 

com um número arbitrário de cargas de blindagem que, generalizam os resultados obtidos 

em [12] para o caso que inclui cargas de blilndagem no setor de matéria. 

A ação total é a mesma da seção anterior (Sl + S^). Usando a técnica do modo zero 

obtemos: 

\t=i 

(T*, ••'Tkff)s^+si, = 27rá I > Ajj + nd+ + md_ - 2ao --kN) (3.4.1) 

=(í)' n / n / uj<^nuj 
1=1^ j=l^ t=l^ /=1^ 

9 

Onde, 

Fixando o mesmo gauge da seção anterior e efetuando as contrações obtemos: 

A” A”* inm   
” “ n! m! 

com a seguinte integral 

N 

'' j=4 t<>=4 

»=1 «<j = l i=l j=4 

X nd^íiiiip "ii - í.f ^ n i'i - 'ji"' n n 
i=l ><J «=1 j=4 

. m _ m m N 

X jYl áV. lr.f |1 - r.f f[ [r.- - f[ \zj - r.f “í 
»=1 i<j=l i=lj=4 

■=i>=i 

(3.4.2) 

(3.4.3) 

(3.4.4) 

(3.4.6) 
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Onde adém dos parâmetros a, p, ã, 0, p, ã', ^',p' já definidos, temos: 

aj kikj - , ãj = d^kj 

, ã'. = d-kj (3.4.6) 

PU = ~ = ~“+^i ■ 

com 4: < jyl < N. 

Infelizmente a integral não pode ser colocada na forma (B-9) ou (B-10) de [35] 

e não sabemos como calcula-la em gereil (nem mesmo no caso n = m = 0). Entre- 

tanto notemos que ela possui um conjimto de simetrias: A integral é invariante 

jx)r trcinslações (x,- —> 1 — x,) das variáveis integradas, se concomitantemente tivermos 

a a'j *-* $,ã' Analogamente teremos simetria p>or inversão (x,- 

se ao mesmo temjx>: 

N 

a —2 — a — ^ — 2p{s — 1) — 

J=4 

ã —2 — ã — ^ — 2p{n — 1) -f 4m 

—2 — ã' — 0' — p\m — 1) -t- 2n ã' 
(3.4.7) 

N 

-2 - aó - - 2 ^ p'-, - nãj mã'j 
(s4 

U<i) 

Esseis simetrias SL(2,C) residuais ainda não nos permitem um cálculo de /j^". Seria 

importante conhecermos seu comportamento assintótico como função dos parâmetros que 

a definem. Usando uma técnica desenvolvida por Dotsenko e Fatteev^®’^^ (vide [14]) é 

possível obtermos o comportamento de para a —^ oo (ou ^ —+ oo), que é polinomial, 

p.ex.: 

oo) = , (3.4.8) 

onde 

N N N 

a = - 2{N - 3-fs-fn-fm)- 2s^ - 2ps{s - 1) - 2s - 2 ^ /S' - 4 ^ p'y 
4 4 t<>=4 

N N 

— 2n ^ ãj — 2m ^ ãy — 2n^ — pn(n — 1) — 2m^' — p'm{m — 1) 4- 4nm 

j=4 4 
(3.4.9) 
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As expressões (3.4.7) e (3.4.9) acima são ainda complicadas demais e não há muita 

esperança de utilizá-las no cálculo de Neste p>onto é conveniente lembrar que mesmo 

no caso simples de (seção III-2) o resultado da integral (3.2.39) se simplificou 

consideravelmente para o produto ^ eliminação de ^ como função 

de 5 e p através de relações cinemáticas. No caso em questão podemos eliminar a maio- 

ria dos parâmetros de como função deis variáveis indep>endentes a,j3,p,s e pj(para 

4 < j < N — 1). Após essa eliminação as simetrias por treinslação e inversão implicam 

resp>ectivamente^^: 

(3.4.10) 
I-”*(a,^,Pi,p) = ^r{m-l-P-a-$ + p(N + n-l-s),^,pj,p) 

onde P = ^pj e admitimos, novamente, qq < 0 na região cinemática 

^1) ^2j • • • 5 > «0 , kN < oco • (3.4.11) 

Com isso (3.4.8) e (3.4.9) se simplificam para: 

i]r(a oo) = (3.4.12) 

Com base no resultado obtido em [12] para n = m = 0 prop>omos em [14] o seguinte ansatz: 

AT = fT{p,Pj)à^{p-c^)^{p-0Wl-m+P+a+0+pis+2-N-n)) (3.4.13) 

>tr = /r (/-.Pi) n ^ - ^>)) (3-Í-14) 

onde fT será determinada a seguir . 

O ansatz proposto possui as simetrias (3.4.10) e o comporteimento assintótico (3.4.12) 

que pK>de ser checado com o uso da fórmula: A(x -f 5) ~ ^ váhda para 

X —> oo . A função fT pode ser determinada a partir da função de 3-pontos AT dada 

em (3.3.12) e da expressão abaixo: 

a 
AT{h,k2,kj ^ 0,kN) = AT{kuk2,kN) , 3<;<iV-l (3.4.15) 

Assim temos o resultado^^ para AT região cinemática (3.4.11) para Oq < 0 : 

AT = (s + N- 3){s -h iv - 4). •. (s -f 1) [aíA(-p)]' 

. (3-4-16) 
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ou 

In" = ( dn ' 
,í+N-3 [A{-;,)]' [A(^-‘)]" [A(rtl" n - ^>)) ■ (3-4-17) 

O resultado acima concorda com o obtido por Di Flrancesco e Kutasov em [12] para 

região cinemática (3.4.11), está de acordo com resulteidos 

obtidos em [44], teimbém por Di Prancesco e Kutasov, via técnicas KdV (que estão intima- 

mente relacionadas a modelos de matrizes ) vide também ap>êndice A de [38]. A validade do 

resultado (3.4.17) em outras regiões cinemáticas será discutida no final da tese no capítulo 

V. 

No próximo capítulo peissaxemos ao caso supersimétrico calculado originalmente em 

[13,14]. 

47 



CAPÍTULO IV - FUNÇÕES DE CORRELAÇÃO SUPERSIMÉTRICAS 

rV-1- A função de 3-pontos supersimétrica 

Esta seção é paredela a seção III-2 e nela calcularemos a função de correlação de três 

op>eradores de vértice em supergravidade bidimensional acoplada a uma teoria supercon- 

forme com carga central Cm = |c, (c = 1 — 8ao^). As motivações e a técnica são as mesmas 

do caso bosônico, acrescentando-se a estas a utilidade de tais resulteidos no desenvolvimento 

de modelos de sup>ermatrizes. 

Os resultados desta seção foram obtidos em [13] onde utilizamos a formulação de 

Distler, Hlousek e Kawai^^ na qual a medida (vide capítulo II) é invariante por translações 

e a ação total é escrita como: 

S =SsL + Sm 

SsL J(Íd.ísiÔ»Osi - QYÍsl - 4iíie“+*“) , 

onde $sL = (j> Bxj} 66F, é o supercampo de Liouville e ^m = X + 6( + 6( + 66G 

é o sup>er campo de matéria. Note que F é o supercamjx) de curvatura e , 

<fzi = (Fzid6id6i , (4.1.2) 

e ainda Da é a derivada covariante supersimétrica com Ê sendo o determinante do su- 

perzweibein. 

As constantes Q e a± são funções de carga central Cm (vide capítulo II): 

Q = 2y/l+al , (4.1.3) 

o± = -^±^-/Q*-4=-®± Kl , o+Q_ = l . (4.1.4) 

0 operador de vértice no setor de Neveu-Schwarz é dado por: 

4'Ns(z.,it.) = (4,1.5) 
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Segundo [27] o vestimento ^{k) é determinado imp>ondo-8e que o operador a direita de 

tenha a correta dimensão conforme, no caso, devido a presença de (dO, dâ) que possuem 

dimensão (+|, + 2) devemos ter um op>erador de dimensão (+25 + 2) compensar a 

dimensão (-1,-1) de ePzi. Assim temos a relação de dispersão abaixo, que por sinal tem 

a mesma forma do caso bosônico (escolhendo E > 0 como antes): 

E = ^-hf = lk-aoi . (4.1.6) 

A interação exjxjnencizJ em Ssl nos j>ermite utilizar a técnica do modo zero nova- 

mente. Integremdo em <^o e Xo temos: 

(^^^J'^Ns{Íi,ki)^ = 27T(5 - 2qo^ -43(fcl,^2,^3) , 

A3Íkuk2,k3) = r(-s)(^)* 

0 valor esperado ( )o é calculado com p = 0 e como no caso bosônico: 

(4.1.8a) 

(4.1.86) 

Em componentes temos: 

í = J- kfccizi) + ikiG + HiF)ÍA 

+ «i(AV’(íi) + ikidzi)) + h.c.]F^<’^+>‘* (4.1.9) 

J ~ í+ a+F{zí)) (4.1.10) 

S(u = 0) = — / <Fz^^[d<j)d<jt — 4- F^ 
2.TC J 4 

-h dXdX -h '-^ÈX - cac - C5C + 

(4.1.11) 

Os camp>os auxiliares F e G aparecem acima de forma trivial, o que significa que seus 

propagadores são altamente divergentes: 

{F(zi)F(zj)) = {G(zi)G(zi)) ~ e‘(z, - zi) . (4.1.12) 
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Levando em conta a contração de outros ceimí>os em (4.1.8), p.ex ~ 

\zi — vemos, que se mantivermos os campos auxiliares, teremos na função de 

correlação (4.1.8) expressões singidares como í^(z,- — Zj)\zi — Esse problema já era 

conhecido em supercordas^® e no nosso caso será circvmdado desprezando-se tais campos, 

isto é, F = Gr = 0, que é a saída comum. Para um tratamento mais rigoroso desse problema 

vide [45]. Altemativamente p>odemos dizer que os cálculos são feitos numa região onde 

aò < 0 taJ que á^(x)|x|~^“^ = 0 e dep>ois continuamos o resultado para outras regiões do 

espaço dos momentos. 

O próximo passo consiste na fíxação da simetria residual OSP{2,1) do gauge su- 

perconforme. Além dos gereidores do 5L(2,K), L±i,Lq temos dois geradores fermiõnicos 

(vide[14j) Q±í que nos permitem fixar 3 coordenadas bosõnicas ij e duas fermiõnicas é?,-, 

escolheremos o gauge: 

Zi =0 , 22 = 1 , ^3=00 , $2= =0 . (4.1.13) 

Evidentemente devemos fixar ^2 = ^3 = 0 em (4.1.9) antes da integração . Portanto, apnSs 

a integração na variável 61 restante, com o uso de propagadores livres para <f> e X temos 

de (4.1.8): 

>^(^1,^2,^3) = r(-s)(^)'a5.'^i2 jí[y <Pzi\zi\^°‘\l- zi\^^'^\zi-zj 

X / V’V’(o) 

(4.1.14) 

»=i i 0 

Compare com (3.2.7). Os parâmetros e p estão definidos em (3.2.8). 

Para s par a expressão acima é nula devido a simetria xp —* —%j) (ou xl> —+ —xl>) da ação 

S{p = 0) em (4.1.11). Portanto assumiremos daqui em diante que s é ímpar: 

s = 2/-t-l , / = 0,1,2,--- . 

Usando o propagador livre dos fermions (vide S{p = 0)) temos: 

Mih, h, h) = r(-s)^ (^) “'(-1)“^»!! 

(4.1.15) 

< 1 

jj í n ~ n - ^2í\~^\2s\ 
i=l i<j=l i=l 

-2 

(4.1.16) 
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A integral (4.1.16) corresponde a generalização suj>ersimétrica de (B-9) de Dotsenko 

e Fatteev^® e ao escrevermos [13] seu resultado ainda não era conhecido na iiteratxira. 

Em [13], através de uma série de ansãtze compatíveis com as simetrias e o comportamento 

assintótico (a,y9 —» oo ) da integral ( vide detalhes em [13]) obtivemos o resultado que 

segue e que se mostrou correto à posteriori : 

A{ki,k2,k3) = r(-s) 
r(3 + l) 

a\ \ 2 J 

2 \ 2Í+1 21+1 I 

nA(2.» 

i-l 

' 1 ' 
xnA(i+(2i+iwn^(i+ a+2zp)A(H-/3+2tp)A(—a—/?+(2í - 4/)p) 

i=l 
I 

1=0 

X n A(i + a + (2i - l)ríA(i +^+(2i-lV)A(-Í-a-^+(2i-4í-lV) 
i=l 

(4.1.17) 

Como no caso bosônico a expressão acima se simphfica consideravelmente após a 

eliminação de para ki,k3 > Oq, ^2 ^ cto 

(4.1.18) . _ / />(1 - -s) («0 > 0) 

^ \-2~ (“0 < * 

T2imbém como no caso bosônico, teremos um resultado não trivial para Az apenas 

quando oq < 0: 

A)(ki,k2,k3) = A(^i-0A(l+a-(í-l)^)A Q-a + /)^ (4.1.19) 

Az(ki,k2,k^)= 1*a(Í-^) + (•‘■1-20) 

Como ^ — ~2 = 0) vemos que a analogia com o caso bosônico (vide (3.2.48)) é 

completa e o fator A(| — p) no lugar de A(—p) pode ser entendido pelo fato de que o caso 

limite c = 1 no exemplo supersimétrico corresponde a p = — | o que implica numa função 

de 3-pontos nula quando s é um inteiro positivo, enquanto que no caso bosônico a barreira 

começa em c = 1 o que implica p = — 1 onde a amphtude se toma nula. 

Recentemente os cálculos de [35,42] foram generalizados para o caso de teorias supierconformes = 1 
em [46]. 
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Em analogia ao caso bosônico definiremos a constante cosmológica renormalizada fi e 

vértices renormalizados í^^vs* 

, ’^Ns{kj) 
^Ns(kj) 

" A(i-p) ’ + ’ 

assim obtemos o mesmo resultado renormalizado que no c2iso bosonico: 

(4.1.21) 

Àz{ki,k2,ki) = (/i)' (4.1.22) 

Embora não existam ainda modelos de sup>ermatrizes bem desenvolvidos , algims 

resultados recentes da literatvura a esse resp>eito^^ corroboram a estreita relação entre o 

caso bosônico e o supersimétrico, mas a relação exata entre tais resultados da literatura e 

o acima obtido no contínuo ainda não é clara. Para uma futura comparação com modelos 

de sup>ermatrizes damos abaixo o resultado da amplitude para c = l(c^ = 2)7 (“0 0) ^ 

g 3 

= . (4.1.23) 

»=1 

Compare com (3.2.53). 

Na próxima seção incluiremos um número arbitrário de cargas de blindagem na função 

de correlação supersimétrica. 
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IV-2 A função de 3-pontos com (n,m) cargas de biindagem 

(Caso Supersimétrico) 

Como no caso bosônico é nescessário em geral incluir cargas de blindagem no setor de 

supermatéria (n cargas V+ e m cargas VL) para o estudo de modelos mínimos acopladcK 

a sup>ergravitaição em duas dimensões . As cargas V± são definidas como operadores de 

vértice que não nescessitam de vestimento (/3j = 0), ou seja, 

(4.2.1) 

com ^d(d — 2ao) = ^ (4.2.2) 

d± = qq ± yJaQ-\-\ . (4.2.3) 

Na formulação de sup>ergás de Coulomb'*® as cargas V± podem ser introduzidas dire- 

tamente na ação Sm como em (3.3.4). Após integração sobre os modos zero da matéria 

(Ao) e de Liouville <f>Q-. 

JJ /^Ns(ín*i)\ = 2T:S(^ki+(n-l)d++{m-l)dJ)A3”'{ki,k2,k3) (4.2A) 

/ S^+SsL •=! 

X j ^j , (4.2.5) 

Fixando o gauge (4.1.13) e integrando sobre as variáveis grassmannianas restantes (com 

todos campK>s auxiliares desprezados) temos^^: 

/iiialV (-d2)" (-cP 

i=l 
m 

• <J=1 
m m . m n m 

X n /- r.f JJ |r,- - Yl 1^- - n\ 
i=l i<j=l i=l j=l 

n iz,-3yr 

-2 

Kj=l 
n m 

X ((DU’m - tícc(o)) n«{<o n (4.2.6) 
«=i / 0 i=l i=l 
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Os parâmetros acima já foram definidos na seção III-3, (3.3.8), com excessão de: 

(4.2.7) 
p = di *+ 

Note que agora temos — rj\~^ ao invés de |í,- — rj\~* do caso bosônico, pois agora 

d^d- = —a+a- = —1 ao invés de d+d- = 2 do caso bosônico. Isso é decorrência do fator 

1 na definição de Q em (4.1.3) em oposição ao fator 2 do cziso bosônico (vide (3.3.34)). 

Como o valor esperado de um número ímpar de op>eradores ou xl^ip é nulo vemos 

que a Eunplitude acima só será não nula em dois casos: n + m par e s ímpar ou n + m 

ímpar e s par. Daqui em diante nos concentraremos no primeiro caso (veja comentário no 

final da seção ) onde: 

(inal\* (-A.Hd^)" 

m! 
rnm rs 

=n / f[ 
i=l i<> 
ni . . n m 

X Uy d2ri|rip“'|l - r.f ^ |r,- - r^p^' ^ jQ |t.- - ryj 

(4.2.8) 

-2 

i=lj=l 

\t=l 1=1 / 0 

e Iq corresp>onde a integral (4.1.6) da seção anterior. 

Como no cziso de Iq da seção anterior, ao escrevermos [14] não se conhecia na literatura 

o resultado da integral que corresponde a generalização supersimétrica de (B-10) de 

Dotsenko e Fatteev^^ que viria a ser calculada posteriormente em [46]. Por essa ra.zão 

tivemos que obtê-la com base no seu comportamento assintótico (a oo) e suas simetrias 

(vide apêndice A de [14] para detalhes) e na sua relação com integrais já calculEidas em 

[13|. 

Antes de apreciarmos o resultado final para ^3 seria instrutivo apresentarmos seu 

resultado parcial obtido ap>ós a ehminação dos peirâmetros de e Iq como função de 

e p através de (válido para oq < 0): 

(õ,ã') = 2p, —1 + 

(p,^)= -2p, 
?) ■ 

(4.2.10) 
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Substituindo em ternos'^ ; 

Ar(tuh,h) 

= r(-s)r(s +1) 

■^+^(2 

"+>" + *--í 7T*+”+’” -2mn 
2»n+n+ T^P 

. _i n m 

A-A(5 + ^) 

X n a(-2..)a(1+Ml - 20) n^(-i - i+(^ 0 '>-) 
i=l i=l ' \ / / 1=1 

^-1 

JJ A + Y + p{n + s - 2t)^ JJ A ^Y + P(^ + á + 1 — 2t)^ 
«=o ^ i=l 

t=0 ^ / 1=1 ^ 

,1 
Aíj - P) 

0 — 1 •-» 1 

"riA(2v)nA(i+(2i + l)p' 
i=l 1=0 ^ 

0-1 

X n - Y + (2* “ " “ «)p) n ^(-J + (2í - 1 - n - s)p) 
i=0 i=l i=0 
a 

^ “ P^^^ ■*' + Y - « - - ” - 2 + 2i)) 
i=l 
*-l *-l 

^ n + ^ - « + (2í - 5 + n + 2» A(^ + a + (2i - l)p) 
i=0 

n. 
t=l 

s 

xIlA( —— a — /9(2t — n + s — 1))A(1 + a — 2ip) 
1=1 
«>1 

X A(1 + a + 2ip) J^A(y-« + (2í- •« + « + l)p) 
1=0 
m 

i=l 

» y X 5 O ., TTt \ v.x7i Q ., . 

X n A(5 - 2 “ “ y))A(-2 - -2-(' -1 - “)) 
i=l 
m _ _ 

X n A(-õ - 5 - “ 2 - + “» 
«=1 

2 2 2 2"" 2 2 2 

(4.2.11) 

Ap>ós um longo e tedioso cálculo combinando as produtórias da matéria com as da 
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gravitarão através do uso de propriedades de funções F obtemos o resultado surpreenden- 

temente simples embora já esp>erado baseado na nossa experiência com os casos anteriores: 

ArV=i,k„h)=UA{--p)\ A-A(- +V) ^+^(2 + P) 

xa(,-. + 1)a(Í-!í 

=ha-)i’ha 

xEaQ+Ií/*?-*?)) 
i=l ' 

-|- s mp 
A(1 - y -h o + (5 - n - l)p) 

+ 

-) 

'h(i«)í 

(4.2.12) 

Lembrando que para F+(VL) temos A:,- = = —a+(a_) paxa ao < 0 com o vesti- 

mento corresp>ondente nulo, vemos que os fatores A(^ p) e A(^ -f ax:ima tem a 

forma A(| +® novamente o resultado é similar a uma função de (s-f n-|-m-f-3)- 

pontos com valores especiais dos momentos para os s -f n -f m primeiros vértices. 

Integrando o resultado acima com relzição a p com Í3 = 0 obtemos a fimção de 2- 

pontos: 

jnm/T L \ _ 2   

■^-1-^(2 + P) A-A(i + 

(4.2.13) 

Onde nem são tais que a lei de conservação abaixo com ^3 = 0 seja satisfeita: 

fci -f A:2 = (1 - n)d+ -I- (1 - m)d- . (4.2.14) 

Integrando duas vezes com relação a p e tomando A:i = A:2 = 0 (o que implica 

n = m = 1 ) obtemos a fimção de partição : 

|^A(A-rtl‘ ,3 
A+A(- + p) 

,-l 
(4.2.15) 

CeJculando a razão R : 

(Anh,k2,h)fZ 
R = 

-8^Í(nL |fc. -ao|)(2p)^ 
(2p-l)(2p + l) 

(4.2.16) 
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No caso de modelos mínimos temos: 

(l-rj), (1-n), 
t.= 

usando ainda que «o = temos numa região cinemática genérica: 

(4.2.17), 

R = 
(2a+)^ IIi=i + r'jd. 

(4.2.18) 
{2p-l){2p + \) 

Compare com (3.3.25). 

0 resulteido acima concorda com o obtido em [37] para modelos mínimos unitários 

com a escolha ao > 0 onde^^^ d+ = —a_,d_ = a+ = ® 

Para operadores diagoneiis (ri = rj) temos : 

9(9+2) 

(2p + l)2 
(4.2.19) 

Essa expressão concorda com a obtida em [49] levando-se em conta que a nossa 

definição de p corresponde a —{2p)~^ daquela referência. 

Embora em [37] seja usaria uma continuação em s similar à de [9] que é em prindpio 

diferente da continuação de [49] e da que usamos em [14], vemos que , como no caso 

bosônico, resultados físicos não dependem de tais detalhes. 

Em [37] aparece g^/ií em vez de R, o fator é certamente um erro de impressão . 
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rV-3 A função de N-pontos com (n,m) cargas de blindagem 

(Caso Supersimétrico) 

Nesta seção generalizaremos os cálculos déis seções anteriores para o caso de iV-pontos 

(N > 4) com cargais de blindagem no setor de matéria^^. Esta seção é totalmente peiralela 

a seção II1-4 que corresp>onde ao caso bosônico. 

Após integração sobre os modos zero da matéria e de Liouville temos: 

N 

(n’^^5(zi))ssj +Sl 
i=l 

N 

= 2nS(^ ki -f nd+ -h md_ - 2ao)A^”* 

i=l 
(4.3.1) 

A^{ki, • • •, ^at) — (x.r n-s) 
n! m! —«+ 

(»i) 

fl/' fl/' 

(4.3.2) 

onde 

^ i=l 
(4.3.3) 

Usando os propagadores livres nas contrações acima e fixando o memo gauge (4.1.13) das 
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seções anteriores obtemos em componentes: 

X n n/ n / ^rij\á^zi\zi\^°‘\i ~ ^ii 
_ .|2/3 lA |X 

j=4 *' 1=1 1=1 ^ i=l 

X n \Zi- 
t<; = l i=l>=4 

niíip"'ii-%p'’' n 
j=4 i</=4 

n n n m 

X n - ‘<1'^ n I*' - n n i‘‘ - --ii 
i=l i<j 1=1 j=l 

m m n N 

X n n i'’*' “ n ii ~ n n 
«<ji 1=1 j=4 »=1 j=4 

(4.3.4) 
1-2 

m jV 

í=l 

AT 

X ((fium) - kUm) 

Í=4 
n m 

i=l i=l »=1 

Os parâmetros ax:ima são definidos como anteriormente (vide (3.4.6)). Existem agora 

várias possibilidades para N,s,nem tais que a amplitude acima seja não nula. Poderiamos 

neste ponto do cálculo simplesmente para cada uma desszis possibilideides obter a integr2il 

e no final somá-las. Entretanto notando que o papel dos vários termos em ( )o acima 

é simplesmente o de tomar o resultado final simétrico com relação ao intercâmbio dos 

momentos kj e das cargas de blindagem, achamos que é mais facíl sugerir um ansatz para 

o resultado final do que para cada caso sepéiradzimente. Como no caso bosônico devemos 

usar a cinemática para eliminarmos os parâmetros de (4.3.4) em função de a, /S, p, s,pj{4 < 

j < N — l) antes de prop>ormos a solução da integred. Após ted eliminação (vide [14]) as 

simetrias p>or translação e inversão de (4.3.4) se traduzem respectivamente em: 

AT(a, 13, P,Pi) = AT{-<‘ -?+ -P + p(N+n-3-l),l3,p,Pi) 
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onde P = Yl^=4Pj- Note que a eliminação referida só foi possível ap>ós a escolha de uma 

região cinemática, que por sin2d é a mesma do caso bosônico, fci, k2, ■ • • kfif-i > «o» ^ 

oo < 0. 

O comportamento assintótico é dado por: 

AT{ct - oo) ~ a^-^-^2^+2p{-N-n+3)+2P 3 

Todos requisitos acima são satisfeitos pelo ansatz abaixo: 

AT = ÍT(Mí)H\ +P- «)A(5 + /> - ma -j + P + a + ^ + p(2 + s-n-N)) 

(4.3.7) 

Com ajuda de (3.4.15) que também é válida no caso sup>ersimétrico podemos deter- 

minar fjy” e finalmente: 

A?”' ‘iv -'-AÍJ+P) 

nm N 

i=l 

x(s + N- 3)(s + N-4)---(s + l) 
1 

^A(- -p) 

E a amplitude renormalizada fica: 

aAT-3 
Ãnm ^ r~i*+-W~3 

- —õ— m 
Ufi 

(4.3.8) 

(4.3.9) 

Os resultados (4.3.8) e (4.3.9) são completamente paralelos ao caso bosônico (3.4.16) 

e (3.4.17). Essa semelhança é um pouco svupreendente já que em geral a supersimetria 

diminui consideravelmente o grau de divergência (pelo menos perturbativamente) das teo- 

rias onde ela é implementada. 

É importante salientar que o p^l^alelelismo entre os Ccisos supersimétrico e bosônico 

já havia sido notado na literatura anteriormente no ponto de vista discreto'*^, embora a 

relação exata entre [47] e nossos resultados ainda não seja clara e mereça um estudo mais 

profundo. 
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CAPÍTULO V - COMENTÁRIOS FINAIS E CONCLUSÃO 

Antes de tirarmos conclusões sobre os resultados apresentados nesta tese é oportimo 

fazer os seguintes comentários sobre a validade dos mesmos: 

1) A técnica do modo zero exige que o parâmetro s seja continuado para valores não 

inteiros e isso p>ode ser feito de pelo menos três maneiras diferentes segundo os distintos 

procedimentos de Goulian e Li®, de Dotsenko^^, ou ainda de Di Francesco e Kutasov^^, 

Embora nenhum dos três seja justificável à priori, uma comparação entre estes e modelos 

de matrizes, p>elo menos no que se refere a razões de funções de correlação , revela que além 

de concordarem entre si concordam também com os resultados dos modelos de matrizes. 

Pcfftanto, resultados físicos aparentemente não dependem dos detalhes da continuação do 

parâmetro s que seria, de outra forma, passível de críticas. 

2) Na continuação do parâmetro s preferimos utilizar a técnica de Di FVancesco e 

Kutasov^^ por ser meds simples tecnicamente e porque os cálculos em [12] também são 

válidos para o caso limite c,„ = 1. Seguindo essa técnica tivemos que escolher uma região 

cinemática esp>ecífica para o cálculo. Surge então a questão da validade dos resultados obti- 

dos nesta tese fora da região cinemática escolhida. De fato a escolha cinemática que fizemos 

é a única, compatível com a lei de conservação dos momentos, que nos permite obter um 

resultado não trivial (não nulo) para as eimplitudes. Outras escolhíis não possuem utilidade 

peira nós por nos levarem a uma região de não convergência da representação integral das 

amplitudes ou a uma região onde s não podería assumir qualquer valor inteiro o que evi- 

dentemente seria imcompatível com a continuação que foi feita. Entretanto o fato de não 

sermos capazes em prínapio de calcular as amplitudes para todo o espaço dos momentos 

não significa que elas não possam ser continuadas para fora da região cinemática assumida. 

0 problema da continuação para outrais regiões cinemáticzis é não trivial (diferente da (su- 

per )corda crítica), pois não há nenhuma razão para esperarmos que as amplitudes finciis 

sejam anedíticas já que os resultados devem depender de s e dos vestimentos ^(k) que por 

sua vez apresentam cortes para k = ao , isso significa que uma continuação anaHtica (como 

é feito no caso crítico D = 26(D=10)) está descartada. Não obstante, Di Francesco e Ku- 

tasov desenvolvem em [38] um procedimento de continuação no espaço dos momentos que 
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é baseeido na interpretação espaço-tempo da teoria como mna (sup>er)corda bidimensional. 

Embora não seja totalmente justificável a partir de primeiros prindpios, tad procedimento 

leva sistematicamente a resiiltados de acordo com os obtidos via modelos de matrizes onde 

o problema de continuação não existe. Usando-se tal técnica mostra-se, p.ex., que a con- 

tinuzição da função de 3-pontos é trivial, ou seja, o resultado obtido nesta tese é facilmente 

extendido para um valor genérico dos momentos se utilizarmos a fórmula genérica do vesti- 

mento )5(Jb), no lugar da específica utilizada na região cinemática escolhida. Para a função 

de iV-pontos (N > 4) tanto bosônica como supersimétrica, o problema é mais complicado 

e a extensão não é trivial o que significa que os resultados obtidos nesta tese (para > 4) 

são corretos aj>enas na região cinemática onde foram calculados, o que aliás já é suficiente 

para uma comparação com modelos de matrizes ou possíveis modelos de supermatrizes 

(no caso específico da fimção de 4-pontos, usando a técnica de [38] apresentamos em [13] 

o resulteido já estendido para todo o espaço dos momentos). 

Ap>ós esses comentários podemos partir para algumas conclusões . 

Os principais resultados desta tese são as amplitudes fermiônicas descritas no capítulo 

IV e o resiiltado qualitativo mais importante sendo a sua extrema semelhança com o caso 

bosônico (capítulo III). A razão de tal semelhança ainda não é clara para nós e merece 

uma anáhse futura. É imp>ortante salientar apenas que tal semelhança já havia sido sen- 

tida anteriormente no discreto em [47] , embora modelos discretos de supergravitação em 

duító dimensões ainda estejam numa fase inicial de desenvolvimento. Por esta razão , 

infelizmente, ainda não foi possível comparar nossos resultados com resultados via mod- 

elos de sujjermatrizes e esj>eramos que as amplitudes obtidas em [13,14] sirvam como 

pontos de comparação no desenvolvimento de tais modelos. A comparação entre nossos 

resultados^e os de [37,38,49] também obtidos no continuo , é totalmente positiva de 

qualquer forma. 

Com relação aos resultados das zunphtudes bosõnicas (capítulo III) e a comparação 

com aqueles obtidos via modelo de matrizes podemos fazer os seguintes comentários: 

Primeiramente notemos que para c,„ = 1 a concordância é completa, não somente para 

a fxmção de 3-pontos, como discutido explicitamente em III-2, como também para o caso 

geral de V-pontos (vide [15]). Já no caso dos modelos mínimos com < 1 a comparação 

é totalmente positiva apenas para razões de fimções de correlação . Separadamente as 
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amplitudes no discreto e no contínuo possuem diferenças. Na literatura atribui-se tais 

diferenças às normaiizeições dos operadores de vértice e da medida da integreil de trajetória 

que são diferentes no discreto e no contínuo e são canceladas nas ratões comparadas. Essa 
f 

explicaqão não é todavia satisfatória já que no caso = 1 a concordância é perfeita. E 

impK>rtante ressaltar que se admitíssemos a forma renormalizada das amplitudes, ou seja, 

Xíi = 
qn-z 

d; 

ao calcularmos razões de funções de correlação obteríamos exatamente os mesmos resul- 

tados dos modelos de matrizes. Isso significa que os fatores ~ se cancelam 

em tais razões e ao compararmos razões de amplitudes estamos apenas checando a de- 

pendência das amplitudes com relação a constante cosmológica . De fato, como visto na 

seção III-2, as amplitudes obtidas através de modelos de matrizes são finitas. Isso sig- 

nifica que, embora relacionados eis renormalizações dos opieradores de vértices, os fatores 

— fcj)) não tem uma interpretação clara no caso < 1, ao contrário do caso limite 

Cm = 1 onde tais fatores podem ser reescritos como A(1 — \/2|ij|) e tais singularidades são 

de fato observadas em modelos de matrizes. A interpretação de tais singularidades para 

Cm < 1 ó lun problema em aberto e talvez seja simplesmente lun artefato da representação 

de gás de Corilomb utilizada no cálculo (vide comentário em [38]). 

Outro ponto de discordância (para Cm < 1) é o aparente desaparecimento das cha- 

madzis regras de fusão na função de 3-pontos no contínuo (^J"*). Até o momento não se 

sabe ao certo porque tais regras são observadas no discreto no caso de modelos mínimos 

mas aparentemente são canceladas ao ligarmos o campo de Liouville . É p>ossível que 

EIS amplitudes (A^,N > 4) obtidas na seção III-4 possam ser úteis na resolução desse 

problema (vide recentes discussões em [43,38,50]). 

Apiesar de todos esses pontos ainda em aberto podemos concluir que a técnica do modo 

zero tem se mostrado extremamente interessante e em algims casos até mais j>oderosa 

no cálculo de funções de correleição do que os conhecidos modelos de matrizes. Alguns 

exemplos de superioridade de tal técnica foram apresentados nesta tese como o caso su- 

persimétrico do capítulo IV. Até mesmo no caso bosônico de gravitação acoplada a mod- 

elos mínimos vimos que foi possível obter razões de fmções de correlação de op>eradores 

primários Orr> assocÍEidos a momentos ki = |((1 — ri)d+ + (1 — r|)d_) mesmo para r,- ^ r] 
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(não diagonais) enquanto que modelos de matrizes até agora só fornecem resultados de 

tais raaões no caso diagonal r, = r|. 

Existem vários exemplos nos quais a técnica do modo zero p>oderá ser aplicada no 

futuro como o caso de superfícies de gênero superior como o torus, onde p>or enquanto no 

contínuo, somente a fimção de partição foi calculada. Nesses casos entretanto os mod- 

elos de matrizes, ajxSs a descoberta do chamado "double scalling limit”, tem se mostrado 

extremamente poderosos e dificilmente obteremos alguma inform£ição nova relevante vinda 

do contínuo. Já no interessante caso supersimétrico®^ N = 2 a. aplicação da técnica do 

modo zero é mais promissora e pode revelar de forma conclusiva a existência ou não de uma 

transição de fase^^ para c„, = 1 nesse modelo. Outra aplicação relevante seria a extensão 

dos resultados do capítulo IV obtidos no setor de Neveu-Sschwarz para o setor de Ra- 

mond. Essas e outras aplicações bem como uma interpretação mais precisa dos resultados 

descritos nesta tese são objetos de estudo atualmente. 

\ 
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